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Vorrede. 



Nachdem schon früher Möbius und Plücker sich trimetri- 
scher Coordinaten bedient hatten, wurde in neuerer Zeit nament- 
lich durch Salmon-Fiedler's „Analytische Geometrie der Kegel- 
schnitte'^ die Aufmerksamkeit wieder auf diese Methode gelenkt, 
durch die es möglich wird, die Gleichungen geometrischer 
Gebilde in homogener Form darzustellen. Der augenschein- 
liche Vortheil, welchen letztere für viele Untersuchungen 
gewährt, liess es wünschenswerth erscheinen, dass die Theorie 
der homogenen Punkt- und Linien-Coordinaten im Zusammen- 
hange entwickelt und zu einem . abgerundeten Ganzen ver- 
arbeitet würde. Dies bezwecken denn auch zwei in den 
letzten Jahren erschienene Werke: die „Elemente der analy- 
tischen Geometrie in homogenen Coordinaten, von R. Heger. 
Braunschweig. Vieweg imd Sohn. 1872" und die „Elemente 
der analytischen Geometrie der Ebene in trilinearen Coordi- 
naten, von L. Schendel. Jena. Costenoble. 1874". Ersteres 
umfasst nicht nur die Geometrie der Ebene, sondern auch 
die des Raumes, und nimmt zugleich Bezug auf die von 
Plücker angewandten Linien-Coordinaten, jedoch mit der 
Modification, dass als solche nicht die Abstände einer Geraden 
von den drei Ecken eines Fundamentaldreiecks, sondern die 
Quotienten dieser Abstände und der Entfernung der Geraden 
vom Coordinaten- Anfangspunkt angenommen werden, wodurch 
bewirkt wird, dass durch die drei Coordinaten die Lage einer 
Geraden eindeutig bestimmt ist; letzteres schliesst sich mehr 
an die Darstellung Fiedler's an, betrachtet aber als Coordi- 
naten eines Punktes nicht die Abstände desselben von den 
drei Seiten eines Fundamentaldreiecks, sondern die von ihm 
und den Eckpunkten dieses Dreiecks bestimmten Flächen. 
Die vorliegende Schrift nun verfolgt zwar ein ähnliches Ziel, 
wie die beiden letztgenannten, unterscheidet sich aber gleich- 
wohl von denselben in mehrfacher Beziehung. 
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Hinsichtlich der Darstellung nämlich schien es mir 
zweckmässig; die Theorie der homogenen Coordinaten nicht, 
wie Heger und Schendel, fiir sich allein zu geben, sondern, 
wie in dem Salmon-Fiedler'schen Werke geschehen, an die 
bekanntere orthogonale Geometrie anzuknüpfen, jedoch so, 
dass diejenigen Sätze über orthogonale Coordinaten, auf welche 
später Bezug genommen wird, zu einem Ganzen zusammen- 
gefasst vorausgeschickt wurden. Dabei musste ich, theils 
wegen des Folgenden, theils um auch im ersten Abschnitt 
das durchgehends festgehaltene Princip der Dualität zu 
wahren, die orthogonalen Linien-Coordinaten mit in Betracht 
ziehen. Ferner bediene ich mich im zweiten Abschnitt, der 
Lehre von den trimetrischen oder homogenen Coordinaten, 
nach Heger's Vorgang der modificirten Plücker'schen Linien- 
Coordinaten, da ich dies als einen besonderen Vorzug des 
Heger'schen Werkes ansehe; ich gehe aber noch einen Schritt 
weiter, und nehme auch bei den trimetrischen Punkt-Coordi- 
naten nicht die linearen Entfernungen eines Punktes von* den 
Seiten eines Dreiecks zu Coordinaten, sondern die Quotienten 
aus diesen und den Entfernungen des Coordinaten -Anfangs- 
punktes von den Dreiecksseiten. Denn ich hielt mich im 
Voraus überzeugt, und die weitere Untersuchung bestätigte 
es, dass eine Uebereinstimmung der Gesetze über Punkt- und 
Linien-Coordinaten nicht erzielt werden kann, wenn unter 
ersteren Linien, unter letzteren aber Verhältnisse zweier Linien 
verstanden werden. 

Hinsichtlich des Inhalts unterscheidet sich die vorliegende 
Schrift von den oben genannten dadurch, dass ich den Gegen- 
stand in einer anderen Richtung behandele. Es lag nämlich 
nicht in meiner Absicht, auf das Einzelne einzugehen, sondern 
nur den Leser bekannt zu machen mit dem Gebrauche der 
verschiedenen hier angewandten Coordinaten, und ihn in den 
Stand zu setzen, die speziellen Lehren der ebenen analytischen 
Geometrie selbst abzuleiten, falls er sich hiezu angeregt fühlen 
sollte. Die folgenden Bogen sollen daher nur die „Grundzüge" 
dieser Disciplin, oder die wichtigsten allgemeinen Sätze ent- 
halten. Zu diesen rechne ich einmal diejenigen, welche dazu 
dienen, die bei analytisch-geometrischen Untersuchungen auf- 
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tretenden nächsten Fragen zu beantworten. Eine der ersten 
derselben schien mir die zu sein, ob und unter welchen Um- 
ständen eine Gleichung 2^^ Grades einen Kegelschnitt, und 
wann sie den einen oder anderen repräsentirt. Aus diesem 
Grunde habe ich, unter besonderer Berücksichtigung der 
Discriminante und ihrer Partial- Determinanten, die Classifi- 
cation der Kegelschnitte ausführlich behandelt, wobei ich in 
dem Falle, dass ihre Gleichung in orthogonalen Linien-Coor- 
dinaten gegeben ist, um die Analogie mit dem bei orthogonalen 
Punkt-Coordinaten befolgten Verfahren aufrecht zu erhalten, 
einen anderen Weg betreten musste, als Plücker im 2^^ Theile 
seiner „Analytisch - geometrischen Entwickelungen" einge- 
schlagen hat. Als ebenfalls wichtige allgemeine Sätze er- 
schienen mir ferner diejenigen, welche die harmonischen und 
anharmonischen Verhältnisse betreffen, da sie den Ausgangs- 
punkt füi* die Lehre von den polaren -^ und collinearen Eigen- 
schaften bilden. [Eine ausführliche Erörterung der collinearen, 
affinen, etc. Verwandtschaft in synthetischer Darstellung findet 
sich in meinem Lehrbuche der neueren ebenen Geometrie: 
„Die Projection in der Ebene. Berlin. Weidmannsche Buch- 
handlung. 1862*'.] Endlich glaubte ich auch, da von den 
hier in Betracht gezogenen vier Coordinaten-Systemen, ortho- 
gonale und homogene Punkt- und Linien- Coordinaten, das 
eine leichter zur Auffindung der einen, das andere leichter 
zur Auffindung der anderen Eigenschaft führt, den Weg an- 
geben zu sollen, wie man von dem einen System zu einem 
anderen übergeht. Ich habe deshalb der Transformation der 
Gleichungen besondere Aufmerksamkeit geschenkt. Zugleich 
gedachte ich dem Leser gewissermassen einen praktischen 
Dienst zu erweisen dadurch, dass er in den Stand gesetzt 
wird, ohne Weiteres, mag es in einem speziellen Falle oder 
bei allgemeinen Untersuchungen wünschenswerth erscheinen, 
von einem System auf ein anderes überzugehen, indem er 
Alles, was in diesem Falle zu wissen nothig ist, gegeben 
vorfindet, so dass er der Mühe des Transformirens überhoben 
ist und das vorliegende Buch gleichsam zum Nachschlagen 
benutzen kann. Vielleicht auch darf ich hoffen, dass. die in 
Art. 29, I) — VlI) aufgestellten gegenseitigen Beziehungen 
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der dort behandelten Determinanten, deren Bedeutung bei der 
Transformation hauptsächlich hervortritt, auch für andere 
Untersuchungen nicht ganz ohne Interesse, und dass die Re- 
sultate der Transformationen als Beispiele für die Gesetze 
der linearen Substitution nicht unwillkommen sein werden, 
obschon sie ohne Anwendung dieser Theorie gewonnen 
worden sind. 

Ich bin nämlich besonders bemüht gewesen, die vor- 
liegende Schrift leicht verständlich zu ma,chen, und habe des- 
halb keine anderen Vorkenntnisse vorausgesetzt, als die ersten 
BegriflFe der Oartesischen Geometrie und die Elemente der 
Lehre von den Determinanten; zugleich glaube ich den Stoff 
so naturgemäss und ungezwungen angeordnet zu haben, dass 
auch in dieser Hinsicht Schwierigkeiten nicht vorhanden sein 
dürften* Wenn es daher, wie ich hoffe, möglich sein wird, 
den Inhalt im Ganzen rasch zu überblicken, so wird doch 
der, welcher tiefer eingeht und die Untersuchungen im Ein- 
zelnen verfolgt, bald bemerken, welche Mühe die Durchführung 
eines so einfachen Planes verursacht hat. Reichlich aber 
würde ich mich für dieselbe belohnt fühlen, wenn es mir 
gelungen sein sollte, zur weiteren Ausbildung des hier be- 
folgten Verfahrens angeregt, und etwas beigetragen zu haben 
zur Förderung analytisch-geometrischer Forschungen. . 

Indem ich noch die angenehme Pflicht erfülle, vor Allen 
der oben erwähnten Werke von Heger und Fiedler, und 
ausserdem des „Lehrbuchs der analytischen Geometrie der 
Ebene von Stammer. München. Lindauer. 1863", sowie der 
Werke über die Theorie der Determinanten von Baltzer und 
Günther als derjenigen Schriften zu gedenken, welche mir 
bei meiner Arbeit von Nutzen gewesen sind, überlasse ich 
die Entscheidung darüber, ob und in wie weit ich das Ziel, 
welches ich mir gesteckt, erreicht habe, gern dem freund- 
lichen Leser. 

Eisenach, im Juli 1876. 

H. Welssenborn. 



Digiti 



zedby Google 



Inhalt. 



Erster Abschnitt. Orthogonale Coordinaten. 
Kap. I. Punkt und Gerade. 
Artikel 1. Punkt- und Linien - Coordinaten. Art. 2. Gleichungen 
Iten Grades in Punkt- und Linien- Coordinaten, und ihre geometrische 
Bedeutung. Art. 3. Symmetrische Gleichung der Geraden in Punkt-, 
und des Punktes in Linien-Coordinaten. Art. 4. Bedingung dafür, dass 
2 Gerade parallel sind, und dass 2 Punkte auf einer durch den Coor- 
dinaten -Anfangspunkt gehenden Geraden liegen. Art 6. Gleichung 
einer Geraden, die durch einen gegebenen Punkt geht und zu einer 
gegebenen Geraden parallel läuft; Gleichung eines Punktes, der auf 
einer gegebenen Geraden liegt, und dessen Verbindungslinie mit einem 
gegebenen Punkte durch den Coordinaten- Anfangspunkt geht. Art. 6. 
Entfernung eines Punktes von einer Geraden oder einer Geraden von 
einem Punkte. Art. 7. Coordinaten des Durchschnittspunktes zweier 
Geraden; Coordinaten der Verbindungsgeraden zweier Punkte. Art. 8. 
Bedingung dafür, (J^ss 3 Gerade durch denselben Punkt gehen, und 
dass 3 Punkte auf derselben Geraden liegen. Art. 9. Anharmonische 
und harmonische Theilung einer Strecke und eines Winkels. 

Kap. II. Die Kegelschnitte. 
Art. 10. Allgemeine Gleichung 2ten Grades, oder eines Kegelschnittes, 
in Punkt- Coordinaten F(x, y) = 0, und in Linien-Coordinaten % % \f) = 0. 
Att. 11. Bestimmung eines Kegelschnittes durch 6 Punkte und durch 
5 Tangenten. Art. 12. Die Discriminante der Kegelschnittsgleichung, und 
ihre Partial-Determinanten. Art. 13. Discussion der Gleichungen J^ssO, 
g s= 0, wenn die Discriminante Null ist; F stellt dann 2 Gerade, % 2 Punkte 
dar. Art. 14. Discussion der Gleichungen i^ =« 0, 8f = 0, wenn die Dis- 
criminante von Null verschieden ist. Art. 16. Zusammenstellung der in 
Art. 13 und 14 gefundenen Resultate. Classification der Kegelschnitte. 
Art. 16. Transformationen der Gleichungen JP s» 0, t!r = auf ein anderes 
orthogonales Coordinaten- System, dessen Axen den ursprünglichen parallel 
sind. Art. 17. Transformation von F in gf, und von % in F. Art. 18. 
Gleichung der Polaren eines Punktes in Punkt-, und des Poles einer Ge- 
raden in Linien-Coordinaten. Art. 19. .Gleichung des Poles einer Geraden 
in Punkt-, und der Polaren eines Punktes in Linien-Coordinaten. Art. 20. 
Die Verbindungsgeraden je zweier entsprechender Punkte zweier con- 
jectivisch liegenden conformen Punktreihen berühren einen Kegelschnitt; 
die Durchschnittspunkte je zweier entsprechender Strahlen zweier con- 
jectivisch liegenden conformen Strahlbüschel liegen auf einem Kegelschnitt, 

Zweiter Abschnitt. Homogene Coordinaten. 
Kap. I. Punkt und Gerade. 
Art. 21. Das Fundamentaldreiseit und Fundamentaldreieck. Art. 22. 
Bestimmung eines Punktes durch seine Entfernungen von den Seiten 
eines Dreiseits; Bestimmung einer Geraden durch ihre Entfernungen 
von den Ecken eines Dreiecks. Zweideutigkeit der letzteren Bestimmung. 
Art. 23. Modificirte trimetrische oder homogene Punkt- und Linien- 
Coordinaten. Die Substitutions- Determinanten ^, D. Art. 24. Geo- 
metrische Bestimmung eines Punktes, dessen Gleichung in trimetrischen 
Punkt- Coordinaten, einer Geraden, deren Gleichung in trimetrischen 
Linien-Coordinaten gegeben ist. Art. 26. Besondere Fälje. Art. 26. 



Digiti 



zedby Google 



V ^* VIII 

Wiederholung einiger Sätze über die Determinanten ^, D, und ihre 
Unter-Determinanten unter Anwendung einer abgekürzten Bezeichnung. 
Art. 27. Fernere Sätze über 2), D, ilSe Unter-Determinanten und *hre 
Elemente. Art. 28. Transformation auf ein neues Fundamentaldreisel^* 
und Fundamentaldreieck. Art. 29. Gegenseitige Beziehung der Deter- 
minanten 2), 2)'; D, D'; 3)m», 2)mn; Bmn.B'mn. Art. 30. Homogene 
Gleichung der Geraden und des Punktes. Normalform derselben. Art. 31. 
Transformation der homogenen Gleichung der Geraden und des Punktes 
auf ein neues Dreiseit oder Dreieck. Art. 32. Gleichung der Verbindungs- 
geraden zweier Punkte; Gleichung des Durchschnittspunktes zweier 
Geraden. Art. 33. Coordinaten des Durchschnittspunktes zweier Ge- 
raden, der Verbindungsgeraden zweier Punkte. Art. 34. Gleichung 
eines unendlich entfernten Punktes und der unendlich entfernten Ge- 
raden; Gleichung einer durch den Coordinaten- Anfangspunkt gehenden 
Geraden und des Coordinaten- Anfangspunktes. Art. 36. Bedingung 
dafür, dass ein Punkt mit zwei anderen auf derselben Geraden ßegt, 
dass eine Gerade mit zwei anderen durch denselben Punkt geht. Art. 36. 
UnveränderUchkeit dieser Bedingung bei der Transformation auf ein 
neues Dreiseit oder Dreieck. Art. 37. Bestimmung der Lage eines 
Punktes mit den Coordinaten ^f* = ffi ^^i« ± Ö's ^*i » Ö'i d: Ö's = 1 ; ß^- 
stimmung der Lage einer Geraden mit den Coordinaten f^ = 9[i jia ± Q'a Jjti » 
9^1 i 5^2 = !• Art. 38. Coordinaten eines Punktes, welcher die Strecke 
zwischen zwei anderen, Coordinaten einer Geraden, welche den Winkel 
zwischen zwei anderen innerlich oder äusserlich in yorgeschriebenem 
Verhältniss theilt. Art. 39. Coordinaten zweier Punkte, welche die 
Strecke zwischen zwei anderen, Coordinaten zweier Geraden, welche 
den Winkel zwischen zwei anderen harmonisch theilen. Gleichungen 
von vier harmonischen Punkten imd von vier harmonischen Strahlen. 
Art. 40. Ein Strahlbüschel, dessen Strahlen durch die Punkte einer 
harmonischen Punktreihe gehen, ist harmonisch; eine Gerade, welche 
die Strahlen eines harmonischen Strahlbüschels schneidet, wird in den 
Durchschnittspunkten harmoniscli getheüt. Art. 41. Harmonische Eigen- 
schaften des vollslSjidigen Vierecks und Vierseits. 

Kap. II. Die Kegelschnitte. 
Art. 42. Gleichung f(z^<,z^^z^) =» eines Kegelschnitts in homo- 
genen Punkt-Goordinaten; Gleichung f (j^, jj, jg) = eines Kegelschnitts 
in homogenen Linien -Coordinaten. Arb. .43. Die Discriminante der 
Kegelschnittsgleichung, und ihre J^artial-Determinanten. Art. 44. Glei- 
chung der Tangente und des Berührungspunktes. Art. 45. Gleichung 
der Polaren und des Pols. Art. 46. Liegt ein Punkt auf der Polaren 
eines anderen, so liegt auch letzterer auf der Polaren des ersteren; 
geht eine Gerade durch den Pol einer anderen, so geht auch letztere 
durch den Pol der ersteren. Das sich selbst conjugirte Dreiseit und 
Dreieck. Art. 47. Transformation von F m f, und von fJ iß f- Art. 48. 
Transformation von /" in JP, und von | in g. Art. 49. Discussion der 
Gleichungen f => 0, f «=» 0. Classification der Kegelschnitte. Art. 50. 
Transformation von f in f, und von f in /. Art. 51. Zusammenstellung 
der bisherigen Transformationen. Art.' 52. Beispiele. Art. 63. Trans- 
formation der Gleichungen /" = 0, f = auf ein neues Dreiseit und 
Dreieck. Art. 54. UnveränderUchkeit der Coefficienten-Summe. Art. 56. 
Rückblick. Der Modulus der Substitution. Art. 66. Bei der Trans- 
formation von f =* 0, f = auf ein sich selbst conjugirtes Dreiseit oder 
Dreieck verschwinden die Glieder mit ^^i^o» ^i^s» ^2^3» Jiüa» 5i Js» Jäfc- 
Art. 57. Ausführung der Transformatton auf ein sich selbst conjugirtes 
Dreiseit oder Dreieck. Art. 58. Pascal's Sechseck und Brianchon's Sechsseit. 



Digiti 



zedby Google 



Erster Abschnitt. 
Ortliogonale Coordinaten. 



Kap. I. 
Punkt und Gerade. 

Artikel 1. ' Es seien im Folgenden durchgängig zwei sich 
orthogonal oder rechtwinklig schneidende Gerade als 
Axen angenommen; ihr Durchschnittspunkt heisse stets 0, 
und es sei OA der positive, OÄ der negative Theil der einen, 
OB der positive, OS der negative Theil der anderen Axe. 
Schneidet man nun auf dem positiven oder negativen Theil 
der einen Axe ein Stück x = OM, und ebenso auf dem positi- 
ven oder negativen Theil der anderen Axe ein Stück t/ = OiVab, 
und zieht durch M und N je eine Parallele zur anderen Axe, 
so bestimmt der Dift-chschnitt dieser beiden Parallelen einen 
Punkt P der Ebene; und umgekehrt wird die Lage eines 
Punktes P der Ebene durch die Abstände OM und ON, 
unter Berücksichtigung der Vorzeichen, unzweideutig bestimmt. 
Diese Grössen 

X = OM, y = ON (oder y = MF) 
heissen Punkt -Coordinaten, und zwar erstere die Abs eis se, 
letztere die Ordinate des Punktes P (Fig. 1). 

Es bestimmen ferner zwei zusammengehörige Punkte 
ÜR, 3i der Äxen oflFenbar eine Gerade p der Richtung nach, 
und man könnte daher die Strecken 09K, 09i, mit Berück- 
sichtigung der Vorzeichen, als Bestimmungsstücke der Ge- 
raden p ansehen. Aus Gründen, welche sich aus Art. 3 er- 
geben werden, empfiehlt es sich jedoch, nicht diese Stücke 
selbst, sondern ihre reciproken Werthe anzuwenden, was offen- 

Weissenborn, anal. Geometrie. 1 
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bar auch möglich ist, denn aus j = 7^^? t) 
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also mit Berücksichtigung der Vorzeichen die Lage von 9Ä 
und 9i, und daher auch die Richtung der Geraden p. Diese 
Grössen 1 1 

heissen Linien- Coordinaten, und zwar erstere die Abscisse, 
letztere die Ordinate der Geraden jp. 

In dem Umstände, dass ein Punkt durch den Durch- 
schnitt zweier Geraden, und eine Gerade durch die Verbindung 
zweier Punkte bestimmt wird, liegt der Keim der ßeciprocität 
der für beide Arten von Gebilden geltenden Sätze. 

2. In Punkt- Coordinaten bezeichnen daher zwei zusam- 
mengehörige Gleichungen x = a, y = h einen Punkt mit den 
Coordinaten a, 6, nämlich den Durchschnittspunkt der in den 
Entfernungen a, 6 zu den Coordinaten- Axen gezogenen Paralle- 
len; insbesondere bezeichnen die zusammengehörigen Glei- 
chungen x==Oj y = den Coordinaten- Anfangspunkt 0, und 
x = co^y = CO einen unendlich entfernten, sonst in beliebiger 
Lage, zu denkenden Punkt. Eine Gleichung von der Form 
x = ay bei beliebigem y, bezeichnet den Inbegriff aller unendlich 
vielen Punkte, welche von der Ordinateh-Axe um die Strecke 
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a entfernt sind, also eigentlich eine Punktreihe. Da jedoch 
alle diese Punkte auf einer in der Entfernung a zur Ordinaten- 
Axe parallel laufenden Geraden liegen, so bezeichnet x = a 
eine in der Entfernung a zur Ordinaten-Axe parallel laufende 
Gerade; ebenso y ==h, bei beliebigem x, eine in der Ent- 
fernung b zur Abscissen-Axe parallel laufende Gerade. Eine 
Gleichung von der Form ay -{- hx -{- c = bezeichnet den In- 
begriffaller aus den veränderlichen Coordinaten Xjy== ^^ 

entstehenden Punkte P. Alle diese Punkte aber liegen auf 

einer Geraden. Denn ist x = 0^ so ist y = -, ist y = 0, 

so istx = — y . Es ist also, Fig. 1, 091 = - ^, 03Ä = — ~ 

Es verhält sich also 03R : 0^ = a:b. Ist a; ein beliebiger 

bx I c 
Werth OMf also die zugehörige Ordinate y = MP= — - — ^^— -, 

so ist M3R = 03Jt — X = — y ■—x = ~r~~"> ^^^ ®s ^^^' 

hält sich daher Mm : MP = — ^^#^ : — ^^±1, oder 

b a ' 

Mm : MP= a : b, oder Mm :MP=Om: OS«; es liegt also 
P auf der durch m und S« gehenden Geraden^. Umgekehrt 
erfüllen die Coordinaten x == OM, y = MP irgend eines 
Punktes P der Geraden p die obige Gleichüjig, denn es ver- 
hält sich yiOm- OM = Oyt: 03Ä, oder y : — -^ — x = 

•"""&"; ^^®' ^y • "~ (^^ "1".^) = ^ • ^; oder y : — {bx -[- c) 

= 1 : a, woraus folgt ay -{- 6ir+c=0. Es bezeichnet also diese 

Gleichung eine Geradep mit den Linien-Coordinaten t) = , 

E = (nach Art. 1). Ist c = 0, lautet also die Glei- 
chung ay -{- bx = 0, so geht die Gerade durch 0. Zwei 
Gleichungen von der Form m'ay -[- mbx -[- c = 0, m'ay + rn'bx 
+ c" = bezeichnen nach dem Bisherigen, die erstere eine 



die Coordinaten -Axen in den Entfernungen 031 = — 



c 



ma 



c 



Om' = 7^, die letztere eine die Coordinaten -Axen in 

in den Entfernungen O'^' =^ ^t— , 03Ji" = irr schnei- 

° m a^ m b 

X* 
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dende Gerade; da nun offenbar 091 : OW = 031" : OW ist, 
so sind die beiden Geraden parallel. Es bezeichnen also zwei 
Gleichungen von der angegebenen Form, insbesondere auch 
zwei Gleichungen von der Form ay -]- hx -{- c = 0, ay + bx 
+ c ' = zwei parallele Gerade. Man sieht also: Es be- 
zeichnet in Punkt-Coordinaten: 

X = a, y = b einen Punkt. 

X = 0j y = den Coordinaten- Anfangspunkt 0. 

rz; = cx), y = oo einen unendlich entfernten, sonst beliebig 

zu denkenden, Punkt. 
X = a, bei beliebigem y, eine Parallele zur Ordinaten-Axe. 
y = h, bei beliebigem x, eine Parallele zur Abscissen-Axe. 
ay -]- bx -{- c =0 eine Gerade, mit den Linien-Coordinaten 

^ a h 

ay -{- bx = eine durch den Coordinaten- Anfangspunkt 

gehende Gerade. 
may 4- mbx + c = 0: 1 . ay 4- hx 4- c =0] 

m ay -]- m bx '{' c =0;j' ay -\-bx-\-c =0J 

parallele Gerade. 

In Linien-Coordinaten bezeichnen zwei zusammengehö- 
rige Gleichungen 1 = ^,'^ = ^ eine Gerade mit den Coordinaten 
a, b, nämlich di« Verbindungs-Gerade der beiden Punkte, deren 

einer auf der Abscissen-Axe in der Entfernung 09Ji = — , 

deren anderer auf der Ordinaten-Axe in der Entfernung 

031 = -r^ liegt; insbesondere bezeichnen E = 0, ^ = eine 

unendlich entfernte Gerade, j = cx), ^ = oo eine durch den 
Coordinaten -Anfangspunkt gehende, sonst beliebige. Gerade. 
Eine Gleichung von der Form J = a, bei beliebigem ^, be- 
zeichnet den Inbegriff aller unendlich vielen Geraden, welche 

durch den Punkt 09W = — der Abscissen-Axe gehen, eine 

Gleichung von der Form ^ = b, bei beliebigem j, bezeichnet 
den Inbegriff aller, unendlich vielen Geraden, welche durch 

den Punkt 091 = 7- der Ordinaten-Axe geben. Es bezeich- 
nen also Gleichungen von den drei zuletzt genannten Formen 
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eigentlich Stralilbüschel. Da jedoch alle Strahlen eines 
solchen durch einen und denselben Punkt gehen, so bezeichnen 
sie Punkte, und zwar j = cx), t) = <x> den Coordinaten- 
Anfangspunkt, E = ci einen Punkt der Abscissen-, ^ = b einen 
Punkt der Ordinaten-Axe. Ebenso bezeichnet eine Gleichung 
von der Form at) -\- h^ -{- c = den Inbegriff aller aus den 

fir* I (« * 

veränderlichen Coordinaten l^t) == entstehenden Ge- 

raden p. Alle diese Geraden aber gehen durch einen und 

c 
denselben Punkt. Denn ist j: =^ 0, so ist ^ = , ist ^ = 0, 

so ist E = - y . Es ist also, Fig. 1, 0N= - y, 0M= - y, 
oder MP = — -, OM = — — . Ist j ein beliebiger Werth 

— ^qvT-, also die zugehörige Ordinate t) = -jjw "^ ? 

also OTi ^ - .— "r— , Om = -, so ist 3im = OW - 
0M^^--{-~^- ^ +A. Es verhält sich also 0^ : Om = 
-T^Vc^^"^ -aE:t)j + c, und MP : M^ = - ^: 
1L+-L _ „ aj : bE + c, also verhält sich 031 : pm = 

il^/P : ibfSK, und folglich geht jede Gerade mit den Coordi- 
naten j, t) durch den Punkt P. Umgekehrt erfüllen die Coordi- 
naten E, t) irgend eines Strahles des Büschels P die Gleichung 
at) + bE-|-c = 0. Denn es verhält sich 0^:03R= MPiMW, 

oder ^;-=OJ\r:OaK — OM,oder-^:-= _ A.l . 1 

oder 1 : ^ == ~ a : bj + C, woraus folgt a^ + ^E + c = 0. 
Es bezeichnet daher diese Gleichung (einen Strahlbüschel, d. h.) 

et Ti 

einen Punkt P mit den Punkt-Coordinaten ?/ = ,x== . 

^ c ' c 

Ist c =^ 0, lautet also die Gleichung ai) -j- bE = 0, so ist P 

unendlich entfernt. Zwei Gleichungen von der Form m'al) + 

m'bE -|- c' = 0, m"a^ + m"bE + c" = bezeichnen daher, 

die erstere einen Punkt mit den Coordinaten ON' === MP' = 

r— , OM' = 7—. die letztere einen Punkt mit den 

c ' c ' 

Coordinaten ON" = M"P" = — -*"? , OM" = — -55^; da 

c c ' 
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nun offenbar M'F : OM = M"F' : OM" ist, geht die Ver- 
bindungs-Gerade der beiden Punkte P', P" durch 0. Es be- 
zeichnen daher zwei Gleichungen von der angegebenen Form, 
insbesondere auch zwei Gleichungen von der Form a^ + ^E 
-f c' = 0, a^ + ^E + ^'' = 0, zwei Punkte, deren Verbindungs- 
Gerade durch geht. Man sieht also: Es bezeichnet in 
Linieri-Coordinaten 

1 = a, 5 = 6 eine Gerade. 

j = 0, t| = eine unendlich entfernte, sonst beliebig zu 
denkende, Gerade. 

j = oo, 5 == oo den Coordinaten- Anfangspunkt 0. 

j = a, bei beliebigem 5, einen Punkt der Abscissen-Axe. 

l| == J^ bei beliebigem j, einen Punkt der Ordinaten-Axe. 

ö5 + 6E + C = einen Punkt, mit den Punkt-Coordinaten 

a b 

2/ = - y, ^=-Y; 

09 + tijc == einen unendlich entfernten, sonst beliebig zu 

denkenden, Punkt, 
m'o^ + m'bE + c'-O, \ ebenso "^ + ^^ + '' = ^'1 zwei 

Punkte, deren Verbindungs- Gerade durch den Co- 

ordinaten-Anfangspunkt geht. 
3. Nach Art. 2 ist daher eine Gleichung von der Form 
9y + E^ + ä^ = 0, wenn man in ihr nur x, y als veränderlich, 
die übrigen Grössen als constant ansieht, in Punkt-Coordi- 
naten die Gleichung einer Geraden mit den Linien -Coordi- 
naten —, ^: wenn man aber in ihr nur r, ö als ver- 

änderlich, die übrigen Grössen als constant ansieht, in Linien- 
Coordinaten die Gleichung eines Punktes mit den Punkt- 
Coordinaten ^, . Bei weitem einfacher aber ge- 

hZ^ }iZ o 

staltet sich Alles, wenn man, was ohne Beeinträchtigung der 
Allgemeinheit möglich ist, von der zwar nicht homogenen, 
aber doch für ic, y; J, t) symmetrischen Form ausgeht 

92/ + E^ — 1 = 0. 
Sieht man hier x, y als die Veränderlichen, j, t) als die Con- 
stanten an, so hat man in Punkt-Coordinaten die Gleichung 
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einer Geraden p mit den Linien-Coordinaten j, ^; sieht man 
aber j, ^ als die Veränderlichen, x, y als die Constanten an, 
so hat man in Linien-Coordinaten die Gleichung eines Punktes P 
mit den Punkt- Coordinaten Xy y. Im Folgenden soll daher 
diese Form meistens angewandt, und es sollen diejenigen 
Buchstaben, welche die Veränderlichen bezeichnen, an die 
zweite Stelle gesetzt werden, so dass also ^y -\- l^x — 1=0 
die Gleichung einer Geraden in Punkt-Coordinaten, hingegen 
2/^+^E — 1 = die Gleichung eines Punktes in Linien- 
Coordinaten darstellt. 

Nennt man die Felder ÄOB, ÄOB, äVB\ AOB, 
Fig. 1, in welche die Ebene durch das Axen -Kreuz getheilt 
wird, bezüglich den Iten, 2ten, 3ten, 4ten Quadranten, sagt 
man ferner von einem Punkte: er liege in dem Iten, 2ten, 
etc. Quadranten, wenn er sich in diesem befindet, von einer 
Geraden: sie gehe durch den Iten, 2ten, etc. Quadranten, 
wenn dieser ein endliches Stück der Geraden abschneidet, 
so sieht man sogleich: 

Geht eine Gerade p^^yt) -\- ix — 1=0 durch den 

Iten, 2ten, 3ten 4ten Quadranten, 

so ist t) positiv; t) positiv; t) negativ; t) negativ; 
E positiv; J negativ; J negativ; j positiv. 

Liegt ein Punkt P^yt) + ä;j — 1 = in dem 

Iten, 2ten, 3ten, 4ten Quadranten, 

so ist y positiv; y positiv; y negativ; y negativ; 
X positiv; x negativ; x negativ; x positiv. 
Denn es sind t), J die Linien-Coordinaten von p, also t) = -jjWf 

j = -Qmf] geht nun die Linie durch den Iten Quadranten, so 

sind 09^, 09K, also auch ihre reciproken Werthe, und daher 
auch^, j positiv, etc. Ferner sind j/, x die Punkt-Coordi- 
naten von P, also y = ON, x = 0M\ liegt nun der Punkt 
im Iten Quadranten, so sind ON, OM also auch y, x posi- 
tiv, etc. 

4. Die Bedingung, dass zwei Gerade,|?i = ^i^ +Ei^ — 1=0, 
p^ '^t^^y -\- l^x — 1 = einander parallel sind, lautet 
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die Bedingung, dass zwei Punkte P^ e^ y^t) + rCiJ — 1=0, 
Pg ^ 2/2^ H" ^2? ~ 1 = ^^f einer durch den Coordinaten- 
Anfangspunkt gehenden Geraden hegen, lautet 

^i2/2 — ^22/i = 0. Ib) 

Denn im ersteren Falle hat man die Proportion — : — == 

-— : — , oder Si : ^i = h : tjg, aus welcher la) sogleich folgt; 

im letzteren Falle muss sich verhalten y^ : x^ = ^g • ^2? ^^^ 
welcher Proportion sich 16) ergiebt. 

5. Die Gleichung einer Geraden Pj die durch einen ge- 
g<egebenen Punkt P oder x\ y geht, und zu einer gegebenen 
Geraden p^^i)y -{- lex — 1 parallel läuft, ist 

Die Gleichung eines Punktes P', der auf einer gegebenen Ge- 
raden p oder i\ i), und auf der Verbindungs-Geraden eines 
gegebenen Punktes P^iyt) -{- x^c — 1 = mit dem Coordi- 
naten-Anfangspunkte liegt, ist 

n'~hn ^ + W"T^ E - 1 = 0; 16) 

Denn, sind im ersteren Falle j', t|' die Linien-Coordinaten von 
y, so muss, da p \\2') sein soll, nach Art. 4 die Gleichung 
gelten l;j:' — t)'E == 0, und da der Punkt x\ y auf ihr liegen 
soll, muss auch sein t)'y -\- l^x —1=0, oder \^y + jV = 1. 
Aus diesen zwei Bedingungen ergiebt sich 

und mithin die Gleichung la). Sind im letzteren Falle x,y 
die Punkt-Coordinaten von P', so muss, da F'F durch gehen 
soll, nach Art. 4 die Gleichung gelten yx — xy = 0, und 
da die Gerade j', t}' durch P' gehen soll, muss auch sein 
yi) + XI — 1=0, oder y\) -f- x'i = 1. Aus beiden Be- 
dingungen ergiebt sich 

, y / X 

^ "" y^' + ^'i ' ^ "~ y^' + ^? 

und daher die Gleichung 1&). 

Geht ferner in der ersten Aufgabe p durch den Iten 
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Quadranten, und liegt P im Iten, 2ten oder 4ten Quadranten, 
in den beiden letzten Fällen jedoch so, dass auch 'p durch 
den Iten geht, oder mit anderen Worten: Liegt ausserhalb 
des von _p und jp' begrenzten Flächenstreifens, so müssen nach 

Art. 3 die Linien-Coordinaten von/)' also — t-? — ^, — ,-, — r 

positiv sein, und da dann die Linien-Coordinaten t), j von ^ 
positiv sind, muss \^y + jit' positiv sein. Liegt aber P im 
3ten, 2ten oder 4ten Quadranten, in den beiden letzten Fällen 
jedoch so, dass ^ durch den 3ten geht, oder mit anderen 
Worten: Liegt innerhalb des von ^ und ^' begrenzten 
Flächenstreifens, so müssen nach Art. 3 die Linien-Coordi- 
naten von ü' also —j.—^ r, — -/— , — r negativ, und also, da 

^, j positiv sind, \)xj + l.^ negativ sein. Liegt in der letzte- 
ren Aufgabe P im Iten Quadranten, und geht /> durch den 
Iten, 2ten, oder 4ten Quadranten, in den beiden letzten Fällen 
jedoch so, dass auch P' im Iten liegt, oder mit anderen Wor- 
ten: Liegt ausserhalb der von Pund P begrenzten Strecke, 
so müssen nach Art. 3 die Punkt- Coordinaten von P', also 

— ,~, r, --^,—, — > positiv sein, und da dann die Punkt- 

Coordinaten y, x von P positiv sind, muss ytf -{- x^ positiv 
sein. Geht aber j? durch den 3ten, 2ten oder 4ten Quadranten, 
in den beiden letzten Fällen jedoch so, dass P' im 3ten liegt, 
oder mit andern Worten: Liegt innerhalb der von P und 
P begrenzten Strecke, so müssen nach Art. 3 die Punkt- 

Coordinaten von P', also ---7-^ ^» — z^n -r negativ, und 

also, da y, x positiv sind, yvf + xj negativ sein. Geht in 
der ersten Aufgabe p durch einen andern als den Iten, und 
liegt in der letzteren P in einem anderen als dem Iten Qua- 
dranten, so bleiben, wie man sich leicht überzeugt, diese 
Sätze ungeändert, und man hat daher die Regel: 

Liegt in der ersten Aufgabe ausserhalb des von den 
Geraden p und p begrenzten Flächenstreifens, so ist in la) 
\)y -\- ^x > 0, liegt innerhalb dieses Flächenstreifens, so 
ist \)y + IX < 0. 

Liegt in der letzteren Aufgabe ausserhalb der von 
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[Art. 6. 



den Punkten P und P' begrenzten Strecke, so ist in 16) 
y^' + ^E' > 0, liegt innerhalb dieser Strecke, so ist 
j/t)' + xi < 0. 

6. Bestimmung der Entfernung la) des Coordinaten- 
Anfangspunktes, 2a) eines Punktes P oder x, y von einer 
Geraden ^E:Zt)t/-fE^— 1=0; und Bestimmung der Ent- 
fernung 16) des Coordinaten- Anfangspunktes, 26) einer Ge- 
raden p oder j , 5' von einem Punkte P^yt) -{- xi — 1 = 0. 

In la) heisse die gesuchte Entfernung r, der Fusspunkt 
der von auf p gefällten Senkrechten heisse Q, im üebrigen 
bleibe Alles wie in Fig. 1. Dann ist A SWOS« ^ A SW^O, 
also m^:03l= Om: OQ, oder -\/0W + ÖW : OSSI = 
Om : T] also r 



oder, da 091 



1, oaJi = 1 ist, 

1 
y = 



Fig. 2. 



Da es sich hier, wie bei allen übrigen Aufgaben dieser Art, 

um absolute Werthe handelt, ist das Wurzelzeichen eindeutig, 

und zwar positiv zu nehmen. 

Im Falle 2a) 

ziehe man, um die 
gesuchte Entfer- 
nung R zu finden, 
durch P eine Ge- 
rade p' II ^, und 
fälle von P und 
auf p die Senk- 
rechten PQ, 08, 
welche letztere 
die p in 5" trifit. 
Dann ist nach 
Art. 51a) die Glei- 




chung von p 



■ V + TT-^t — ^ a; — 1 = 



Nun ist R = PQ==S'S==OS- 0S\ 



Nach la) aber hat 



man 
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os= Jl 

OS' = ^ ^ ^y + 1±_ 

\/l r~ v^ j^ / ^E __ \2 y j2 + ij'^ 

und nach der in Art. 5 aufgestellten Regel ist tjy + ix hier 
positiv, also -p ^^ l — ^y — ga;' 

Liegt afcer P so, dass die durch diesen Punkt zu p gezogene 
Parallele die Lage p' hat, dass also innerhalb des von p 
und p' begrenzten Fläch^nstreifens liegt, so ist dann R = 
OS + 0S'\ In dem Werthe 

Qgn ^ t)y +JX 

ist aber dann nach Art. 5 der Zähler ^y' + ^x negativ, also, 
um für OS" einen positiven Werth zu erhalten, OS'' = 
9 y -r j^ 2u setzen. Also ißt auch hier 



Liegt endlich P so, Jass die durch diesen Punkt zu p ge- 
zogene Parallele die Lage p" hat, dass also ausserhalb 
des von p und p'" begrenzten Flächenstreifens liegt, so ist 
B = OS'" — OS. In dem Werthe 

OS'" = ^^1+ ^^' 

ist zugleich nach Art. 5 der Zähler wieder positiv, also er- 
hält man j^ __ ^y + £^' — ^ 

1 — ^y — £^' 



oder i? = , 

Man sieht also: Es ist P = + ^ ~^ 



jä; 



und zwar ist, um für P einen positiven Werth zu erhalten, 
das + Zeichen zu nehmen, wena P und auf derselben Seite 
von p liegen, das — Zeichen aber, wenn P und auf ver- 
schiedenen Seiten von p liegen. Bisher war angenommen, p 
gehe durch den Iten Quadranten; mit Hilfe der in Art, 5 
über das Vorzeichen von t)y -\- ^x gegebenen Regel aber 
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überzeugt man sich leicht, dass dieses Gesetz uugeändert 
bleibt, wenn p durch einen der übrigen Quadranten geht. 

^ Im Falle Ift) hat man, wenn man sich in Fig. 1 noch 
OP gezogen denkt, als Länge r derselben 
r = yUM' + 3YF'^ 

oder r == ]/x"^ + y^. 

Im Falle 26) bestimme man auf p den Punkt P' so, 
dass Oy Py P auf derselben Geraden liegen, und ziehe von 
und P auf p die Senkrechten O/S, PQ, so ist nach Art. 5 
die Gleichung des Punktes P' 



y^i + 



■:^^ + 



2/? + -^£' 



Fig. 3. 



1 








Nun ist die gesuchte Entfernung 9i == PQ, und es verhält 
sich offenbar OP : OS = PP : PQ 

oder OP' : OS = PP' : 9t 

Nach 16) aber ist 



OP = -: 



^ \2/l)' + ^l) "^ U?' + "^'V/ 






und zwar ist nach Art. 5, da ausserhalb der Strecke PP' 
liegt, yt)' -\- XX positiv. Ferner ist PP == OP — OPy also 
vermöge des Werthes von OP ^ und da OP = yx^ '\^ y^ ist. 



PP = 



?/t) — a?g 



^^qr^j'-y.f^ + y^. 
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Endlich ist nach dem Falle la) OS = --= — . Es lautet 

also die Proportion OF:OS=PF:^ 

— TT— r r- : — ,-- —r- - = -r—, — Z' — * y^ + y ' *^j 

y^ + ^l >/j'2 -PYä^ y^ + a^5 r -r j ; 

woraus sich ergiebt 9i =^ ~~ ^ 



Liegt die Gerade p so, dass die Verlängerung von OP sie in 
P" triflffc, dass also innerhalb der Strecke FT'' sich be- 
findet, so ist nach Art. 5 y^' + ^E' negativ, also ist der 
absolute Werth von OP'' 



y\i + xi 
zugleich ist aber dann PP" = OP" + OP^ also 



PF' = - -^''--+i^ 4- V'?4-l/"^= — ^-y^'-^^ V^+¥ 

^ y^i + xi^y^^y y^)-\-xi ^ ^y 

und die Proportion OF' : OS'' = PF' : PQ" 
lautet, da ietzt OS" = — =, und Pö" = SR ist, 

2/9' + ^' yj^ + i)'*^ y^' + ^j yoj +t/ ,at, 

woraus folgt 9i = — 2/9 — «J . 



Vi' + 9'^ 

Liegt endlich p so, dass der Durchschnittspunkt dieser Ge- 
raden mit OP zwischen und P nach P'" fällt, so ist 



y^ +«s 
und da ausserhalb der Strecke PF" liegt, ist der Nenner 
positiv nach Art. 5. Femer ist PF" = 0P~ OP'", also 

.FF -yx -\ry y^' + xi'- y^f' + c^'-y'^'+y'- 

Da femer jetzt OS"' = -— ^==, und FQ'" = «R ist, so 

lautet die Proportion 

OF'" : OS'" = PF'" : P^'" 
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woraus folgt SR = ^-f-^-^— — - 

1 — y\) — XI 



Man sieht also: Es ist SR = + , 

""./^ +^ 
und zwar ist, um für 9t einen positiven Werth zu erhalten, 

das 4" Zeichen zu nehmen, wenn P und auf derselben 

Seite von jp liegen, das — Zeichen aber, wenn P und auf 

verschiedenen Seiten von p liegen. Bisher war angenommen, 

P liege im'lten Quadranten; mit Hilfe der Regel in Art. 5 

über das Vorzeichen von y)o[ + xi^ überzeugt man sich jedoch 

leicht, dass dieses Gesetz unverändert bleibt, wenn P in einem 

der übrigen Quadranten liegt. Man erhält also den Satz: 

Die Entfernung des Coordinaten-Anfangspunktes von 

einer Geraden p=±t^y '\- i^x — 1 = ist 

^ - la). 



Vf + ti' 

Die Entfernung eines PunMes P oder x j y von einer Ge- 
raden i? ^^ t|2/ + E^ — 1 = ist 

9t = + .l^if4=l^, 2a) 

— Ye^ + q« ' ^ ^ ^ 

wobei das + oder — Zeichen zu nehmen ist, je nachdem 
P und auf derselben, oder auf verschiedenen Seiten von 
p liegen. 

Die Entfernung des Coordinaten-Anfangspunktes von 
einem Punkte Pe= ^/^ + ^E — 1 = ist 

r = y^H=V"^ ^ 16).* 

Die Entfernung einer Geraden p oder j', tj) von einem Punkte 
Pe.ee ^5 + :rE — 1 = ist 

wobei das + oder — Zeichen zu nehmen ist, je nachdem P 
und auf derselben, oder auf verschiedenen Seiten von 2> liegen. 

Die Quadratwurzeln sind überall eindeutig, und positiv 
zu nehmen. 

Liegt im Falle 2a) der Punkt P so, dass p durch 

geht, so muss — (^' : /) = "• v ^^^ ^^ -^ ix = 
sein, und die Regel 2a) geht dann in la) über. Ist im Fall 
2a) ^y + Ea?' — 1 = 0, so erfüllen die Coordinaten des Punktes 
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P die Gleichung der Geraden p, P Hegt also auf derselben, 
und daher muss die Entfernung SR = sein. Ist im Falle 
26) yt)' + xjc' — 1 = 0, so erfüllen die Coordinaten der Ge- 
raden p die Gleichung des Punktes P, p geht also durch 
denselben, und mithin muss 91 = sein. 

7. Die Coordinaten x, y des Durchschnittspunktes zweier 
Geraden p^ = t^^y -{- i^x — 1 = 0, p.^ = t).^y -{- ^^x — 1=0, 
sind, wie sich aus den Gleichungen ^jy' + Ei^' — 1=0, 
^^y + E2^' — 1 = ergiebt, 

^1-^2 „ 



X = 






Id) 



Die Coordinaten j', t|' der Verbindungs-Geraden zweier Punkte 
Pi ^ 2/i5 + ^lE — 1 = 0, P^ = y.,\)^ + a^g? — 1 = 0, sind, 
wie aus den Gleichungen y^\) + a^^j' — 1 = 0; y^tf + ^aE' 
— 1=0 folgt, 

* a;i3/, - rc,yi ' "^ x,y^ — aj^y^ ^ 

8. Die Bedingung, dass drei Gerade p^ i^ Ij^y -f~ Ei^ — 
1=0, i>2 E^ ^22/ + E2^ — 1 = 0, Ps ^ ^3^ + Es^ — 1 = 
durch einen und denselben Punkt gehen, ist 

(Ei52 — E2t)i) + (E2t)3 - Es^?) + (Es^i — Eitls) = 0. \a) 
Denn heisst der gemeinschaftliche Durchschnittspunkt x, y, 
so hat man die drei Gleichungen t^^y + jg^' — 1=0, t^^y 
jg^' — 1=0, t)3y' + JaO;' — 1=0; folglich muss die Deter- 
minante 

■VI c\ — "^1 m — 

sein. 2a) 

Die Bedingung, dass drei Punkte P^ ^ y^t^ + ^lE — 1 = 0, 
-P2 "= 2/2^ + ^2E — 1 = 0, P3 = t/39 + iCgj — 1 = auf einer 
imd derselben Geraden liegen, ist 

{x^y^ — x^y^) + (ajgyg — rz^a^a) + {x^i — ^1^3) = 0. 16) 
Denn, heisst die gemeinschaftliche Gerade j', 9', so hat man 
die drei Gleichungen y^tj + x{!^ — 1=0, y^f)' + x^t — 1 = 0, 
%5' + ^sE' - 1 



tli El — 1 




9i El 1 


^2 E2 - 1 


= 0, oder 


9« E2 1 


9» E3 - 1 




t)s Es 1 



0; also muss die Determinante 



yi -^1 - 1 




Vi «1 1 


y^x^ — l 


= 0, oder 


Vi ^2 1 


% 3^3 — 1 




^s ^3 1 



= Osein. 26) 



9. Liegen vier Punkte P^, Pg, Pg, P^ mit den Coordi- 
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naten bezüglich x^^, y^] ^3,2/39 ^2?y2 5 ^4^2/4 ^^^ einer und der- 
selben Geraden p, und zwar P3 auf der endlichen Strecke P1P27 
P4 ausserhalb derselben, so ist die Bedingung dafür, dass 



p p 



p p 

■ iCi 3C^ ~~~ 0L/\ 

X 



= h ist 



= Ä;; oder 



2/3-2/1 . 2/4 -2/1 



\a) 



^2—^3. ^'4-^2 ' 2/2-2/3 2/4 — 2/2 

Ist insbesondere Ä = 1, sollen also die vier Punkte harmo- 
nisch sein, so muss sein 



X., 



X. 



X.} X.j — Xa 



X, I Xa 



oder 2/3 — 2/1 • 2/2 — 2/3 = 2/4 — 2/1^2/4 — 2/2- 

Gehen vier Strahlen i>i, i?3, 1^2? P4. ^i* ^^^ Coordinaten be- 
züglich jCj, ^^5 J3, ^3; E2, ^2) E4? ^4 durch einen und denselben 
Punkt P, und liegt 2^3 innerhalb des Winkels PiP^y welcher 
den Coordinaten -Anfangspunkt einschliesst, j?^ ausserhalb 



desselben, so ist die Bedingung dafür, dass * "^ 
ist, £1 — h 



sm p,p^ 



= k 



t2 



ZJ± ^ Je oder ^"~5' • ^ " !' = ^^ 16) 

Ist insbesondere fc = 1 , sollen also die vier Strahlen harmo- 
nisch sein, so muss sein 

El E3 • E3 E2 ^^ El E4 • E2 E47 
oder 5i ~ 1)3 : t)3 — ^2 = ^i — t)4 : ^2 — t)^. 26) 

Die erste Bedingung des ersten Satzes lautet nämlich 



Vi^i — ^3)' + (2/2 — 2/3)' 



Fig. 4. 




, - - k +) 

Da nun die Punkte P^, P3, 
P2, P4 auf derselben Geraden 
liegen, müssen die Gleichun- 
gen gelten t)«/, + ja^j — 1 
= 0, Wi + E^3 - 1 = 0; 
W2 + Ea^'ä - 1 = 0; t)t/4 + 
ja?! — 1=0. Drückt man 
mit Hilfe derselben die y 
durch die x aus, so hat man 



2/4 — 2/2 = — i 



2/3 — 2/l = 

— 2/1= - 

j" (,^4 •''a)- 



y (3^4—0^1); 



«1); 
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Setzt man diese Werthe in f) ein, so erhält man den Satz 
la) links, drückt man aber die x durch die y aus, den Satz 
rechts. Für k = 1 ergiebt sich dann sogleich 2a). 

Der zweite Satz be- 
weist sich so: Es ist **' 
offenbar 
sin p^Pq = sin Jf^PJlfg 

= ^^.sinilf,M3P; 

sin ^2^3 = sin M^PM^ 

Da nun sin MiMqP = 
sin JWjjJ^gP ist, so hat 
man 




Bin p^p^ M^M^ 
Ebenso ist 



sin p^p^ = sin M^PM^ = -^p- ' sin M^MJP\ 



sm JP2P4 = sm M^PM^^ = -^jr 



sin M^M^P 



also, da sin M^MJP = sin M^M^P ist, 

am p^^ M^M^ M^P 

also 8inPil>8 . ^^^PiPa -^1-^3 . M^M^ _, 



Bin PiP^ 



sin JP2P4 Mj Jifg 

Setzt man hier die Werthe sin M^M^ 



tt) 



-^5 JfjJTs = 



£2 Ss 2^4 



— ; Jkf2-M4 = -z — , so erhält 



man die Gleichung 16) links 5 und ebenso die Gleichung rechts; 
also auch für Je = 1, die Regeln 26). 

Zugleich bemerkt man Folgendes: Der Gleichung ff) 
zufolge theilen die Strahlen des Büschels P die Strecke JbfiJbfa 
der Abscissen-Axe, und ebenso die Strecke -Wj-Ng der Ordinaten- 
Axe innerlich und äusserlich im Doppelschnittsverhältniss h 
Da nun jede Gerade als Abscissen- oder als Ordinaten-Axe 
angenommen werden kann, so findet ein Gleiches auf jeder 
Geraden derselben Ebene statt. Femer lassen sich offenbar 
alle bisherigen Schlüsse umkehren, und man kann leicht zeigen, 

WxissxNBOBN, anal. Geometrie. 2 
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dasS; wenn man durch vier Punkte Mi, Jkfg, M^f M^ welche 
so hegen, dass m,M, M,M^ _ , 

ist, einen Strahlbüschel P,PiP^9Pa legt, auch "^^^^» : ^P^^i 
= h sein muss. Man sieht daher: 

Jeder Strahlbüschel PfPiPsP^Pv dessen Sinus -Doppelver- 
hältniss den Werth Je hat, theilt jede Gerade p derselben 
Ebene in einer Punktreihe p^ P1P3P2P4, deren Doppelschnitts- 
verhältniss ebenfalls den Werth k hat, und umgekehrt: jeder 
durch die Punkte einer Punktreihe jp, P^P^P^P^ deren Doppel- 
schnittsverhältniss = k ist, gehende Strahlbüschel P, j?ijPaP2P4 
besitzt das Sinus-Doppelverhältniss k. 

Insbesondere theilt jeder harmonische Strahlbüschel jede 
Grerade derselben Ebene harmonisch, und umgekehrt: Jeder 
durch vier harmonische Punkte gehende Strahlbüschel ist 
harmonisch. 

Kap. II. 
Die Eegelsclmitte. 

10. Bekanntlich heisst eine Linie, deren Gleichung in 
Punkt -Coordinaten, oder in Linien -Coordinaten vom wten 
Grade ist, eine Linie beziehungsweise der nien Ordnung oder 
wten Classe; (im letzteren Falle enthält also die Gleichung das 
Gesetz der Abhängigkeit der Coordinaten der die Linie ein- 
hüllenden Tangenten). Während nun im Allgemeinen eine 
Linie nter Ordnung nicht zugleich eine Linie wter Classe, 
und eine Linie nter Classe nicht zugleich eine Linie nter 
Ordnung ist, findet dies für n = 2 statt. Es ist also eine 
Linie 2ter Ordnung auch zugleich eine Linie 2ter Classe, und 
umgekehrt. Im Art. 17 wird dieses übrigens auch noch be- 
wiesen werden. Es bezeichnet daher eine Gleichung 2ten 
Grades sowohl für x, j/, als für j, t) einen Kegelschnitt. 

Die allgemeine Gleichung eines Kegelschnitts in Punkt- 
Coordinaten sei nun 

F (x, y) = a^^y^ + 2a^^xy + 2a^^y + a^^cx? + 2a^^x 
+ «33 = 0; 1«) 
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Die allgemeine Gleichung eines Kegelschnitts in Linien-Coordi- 
naten sei 

g (h 9) = 0^9' + 2 a,,i\) + 2 (i,,\) + 0^,^+2 0^3? + Ö33 = 0. 1&) 
Dabei soll Omn als identisch mit anm, dum a.ls identisch mit ünm 
betrachtet werden, so dass je nach den Umständen a^^ o^®^ 
ögi, 0^2 oder 021, etc. gesetzt werden wird. Die Gleichungen 
la), 16) können noch in der Gestalt geschrieben werden:* 

J^(^» y) = («ii2/ + «12^ + «13) y + («122/ + «22^ + «23) ^ 

+ («13^ + «23^ + «33) = 0; 2a) 

5 (h 9) = (ön^ + Ö12E + ais) 9 + (aiatl + 022? + 023) E 

+ (013^ + 023? + 033) = 0. 26) 

Es(yersteht sich femer, dass die Coefficienten a und a mit 
einem und demselben Factor multiplicirt werden können. Es 
soll, wenn nichts Besonderes bemerkt wird, im Folgenden 
stets angenommen werden, dass ein solcher sich etwa vor- 
findender Factor durch Division der ganzen Gleichung be- 
seitigt sei. 

11. Dividirt man die Gleichungen Art. 10 la), 16) be- 
züglich durch «33, 033, und sieht die Quotienten —^ etc., 
-^^ etc. als Coefficienten ah, so wird das constante Glied 1. 

Sind nun 5 zusammengehörige Paare x^, y^; X2, 2/25 •• • ^5> 2/5? 
gegeben, und ist verlangt, einen Kegelschnitt zu finden, der 
durch die 5 durch x^y y^ etc. bestimmten Punkte geht, so hat 
man die 5 Gleichungen 

"33 "33 "so "33 "ss 

^y^^ + 2^x,y, + 2^y, + ^x,'+2^x, + l=0, 

«33 "sa "33 '^as "38 

etc. 

Diese 5 Gleichungen sind für die Grössen-^, -^, ...-^ 

^j ^3 «33 

als Unb'ekannte linear; es lassen sich daher diese 5 Grössen 
stets und eindeutig bestimmen. Man sieht daher: 
Durch fünf Punkte ist ein Kegelschnitt vollständig bestimmt, 
und ebenso: 

Durch fünf Tangenten ist ein Kegelschnitt vollständig bestimmt. 

2* 
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12. Lässt sich die linke Seite der Gleichung la) Art. 10 
in ein Produkt . von zwei linearen Factoren m^y + m^x + m^, 
^1^ + ^^ + ^3 zerlegen, ist also a^iy^ + 2%2^y + ^^laV 
-f 022^^,+ 2a^^x + «33 = (m^y + m^x + m^) (ft^y + n^ + W3), 
so ist sie Null, wenn 

m^y + ^2^ + ^3 = 0, oder n^y -^ n^x + W3 == 
ist. Letzteres aber sind die Gleichungen zweier gerader Linien. 
Da die Coordinaten ihres Durchschnittspunktes beiden genügen 
müssen, so muss also dann die Gleichung la) Art. 10 für x 
und y gleiche Wurzeln haben; und umgekehrt ist das Auf- 
treten zweier gleicher Wurzeln für x und y ein Beweis, dass 
die Kegelschnittsgleichung la) Art. 10 in ein Produkt von 
zwei Gleichungen gerader Linien zerfallt. Soll nun eine 
Gleichung für y und x zwei gleiche Wurzeln besitzen, so 
muss bekanntlich der DiflFerenzialquotient nach y und nach x 
Null sein. Es muss also, wenn sich la) in ein solches Pro- 
dukt zerlegen lassen soll, sein: 1) a^y + 0^12^ + ^13 = 0; 
2) «122/ + «22^ + «23 = 0; 3) a^^y^ + 2a^^xy + 2ai3y + a^^^ 
+ 2a23a? + «33 = 0. Vermöge der Gleichung 2a) Art. 10 
aber reducirt sich , wenn 1) und 2) erfüllt sind, die Bedingung, 
dass auch 3) eintritt auf die, dass a^^^y + 0^23^ + agg = 
sein muss. Man sieht also: 

Die Bedingung dafür, dass die Kegelschnittsgleichung 
la) in ein Produkt zweier Gleichungen je einer Geraden, und 
dass die Kegelschnittsgleichung 16) in ein Produkt zweier 
Gleichungen je eines Punktes zerfällt, ist das gleichzeitige 
Bestehen der drei Gleichungen, bezüglich: 



Oii9 + Ö12E + Ö13 = 0; 

012^ + Ö22? + Cl23 = 0; 
013^ + Ö23E + Ö33 = 0. 

Es muss demnach die Determinante Null sein, also muss 
sein, bezüglich 



«iiy + «12^ + «13 = 

«12!/ + «22^ + «23 = 
«132/ + «23^ + «33 = 



. a. 



«12 « 



13 



«12 «22 «23 
«13 «23 «33 



= 0; la) 



^12 ^11 



Clii 

^12 

^13 ^3 ^3i 



^22 



'*23 



=^ 0. 16) 



Eine jede dieser symmetrischen Determinanten heisst: Discri- 
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minante. Dieselbe soll für la) mit J., för 16) mit St be- 
zeichnet werden. Es soll also gesetzt werden: 



«11 



na 



= Ä, 2a) 



«12 
i^is 



^12 Ö 
022 Ö; 



13 



28 



0^12 «22 «28 
«13 «28 «33 

oder, ausgerechnet, und mit Beziehung auf Art. 10, nach 



% 26) 



welchem amn = Cinm, Öw 



ünm ist, cyklisch geordnet, 



«11 «22 «83 "3 '^ «12 «23 «81 — «11 «23 «22 «81 

^11^22083 + 2 012022 031 — ÖnOgg^ — Oggagi^ 



«33«i2^ = ^. 3a) 

033012^ = 31, 36) 



oder, durch Zerlegung in Partial-Determinanten : 

(«22«38— «23^)«ll+(«13«28— «12«38)«12+(«32«12 — «31«22)«13=^?4a) 

oder 

(«13«23— «12«33)«21+(«33«11 — «31^)«22 + («21«81~^23«ll)«28=-4^5«) 

oder 

(«32«12— «31«22)«31 + («21«31— «23«ll)«32 + («ll«22— «12^)«38==^5 6a) 

und ebenso: 

(Ö22Ö33-Ö23^)Ö11+(Ö18Ö23— Ö12Ö38)Ö12 + (Ö32Ö12 --Ö3i022)0i3 = ?l, 46) 

oder 



(O13Ö23- 
oder 



- 012033)021 +(033011 - 031^)022 + (OgiOai -- 023011)023 = Sl, 56) 



(O32O12-- 031022)031 +(021031 — 023Oii)O32+(0iiO22 — Oi2^)033 = Sl. 66) 

Bezeichnet man nun die Partial-Determinaten, welche den 
Coefficienten amny dmn bilden, bezüglich mit Ämny Slmn, wobei, 
da Omn ^ind anm, dmn uud Onm als gleich betrachtet werden, 
auch Amn = Anmf ^mn = %im sciu muss, SO hat man folgende 
Beziehungen: 



«22 «33 «23 ^^-^11? 
«33 «11 «31 =-^22> 
«11 «22 «12 =-^33; 

■«12 «33 =-^12^ 



7a); 



022033 


-023^ 


= Stii, 


033011 


-031^ 


= 3^22^ 


Oll022- 


-O12' 


= Sl33, 


O13O23 — 


O12O38 


= 2li2, 


O21O8I — 


O23O11 


= %9f 


O32O12 — 


O31O22 


= %u , 



76). 



«13«23- 

«2i«3i — «23«ii = ^23; f 8a); 02i03i — O23 Oll = 3(23 r } 86); 

«32 «12 , «31 «22 =^ ^31 7 

und man sieht, dass in 7a) wie die Grössen Ä^^ A^^^ A^^ 
durch cyklische Vertauschung ihrer Indices entstehen, so auch 
die Werthe links durch cyklisches Portrücken der Indices an 
den a erhalten' werden, dass ferner in 8a) die Grössen A^^, 
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^23, ^3j un^ ihre links stehenden Werthe durch cyklisches 
Fortrücken der Indices an den a aus einander entstehen. 
Gleiches findet in 7&), 86) statt. Femer überzeugt man sich 
auch sogleich von der Richtigkeit der Gleichungen, welche 
im Folgenden öfter zur Anwendung kommen werden: 

(«33«11 — «31^) Kl«22 — Öfi2^) — («21 «31 — <^2^^ld^ = ^U^J 

(«11 «22 «12 ) («22 «33 «23 ) («32 «12 «31 «22) ^^ «22 -^ 7 

(«22 «33 — «23O («33 «11 — «31^) "" («13 «23 — «12 «33)'^ = «33 ^ ? 
(«21 «31 — «23 «11) («32 «12— «31 «22) — («13«23 ~ «12«33) («11«22 " «12^) == «12^^» 
(«32 «12 «31 «22) («13 «23 «12 «33) («21«31 «23«ll} («22«33 «28 ) ''^ «23-^? 
(«13«23 — «12«33)(«21«31-^23«ll)-~(«32«12-" «31«22)(«33«11 — «31^) = «31^> 

und ebenso: 

(O33 Öu — 031^) (a^ 022 -^n) — (O2I Ö31 — «23 Öii)* = «11 31, 
(Öil O22 — 0l2^) («22 O33 — 023^) — (Ö32 «12 — Ö31 022)^ = Ö22 % 

(022 Ö33 — 023^) (^33 öu — 031^) -- (ai3 agg — ai2 033)^ = a33 31, 

(Ö2I Ö31 — «23 Öil) («82 Ö12 — O31 Ö22) — .(<ll3Ö23 — ^12^33) (^11 ^22 — «12^) = ^12% 
(O32 «12 — ^31 Ö22) (^13 «23 — Ö12 033) — (OaiOgi — a23aii) (022033 — 023^) = 0^^% 
(^13 «23 — ^12 Ö33) (^1 Ö31 — ^23 Öii) — (a320i2 — 031022) (O33O11 — 031^) = 03i3t, ^ 

oder nach 7) und 8): 

-^22 -^33 -^23 "^^ «11 -^; 



9a) 



96) 



-^33^11 -^1 =«22^7 

-^1 1-^22 -^12 =«33-^J 

-^23 -^31 -^12 -^33 '^^ «12 -^> 

-^31 -^12 -^23 -^11 ^^^ «23 -^7 



-^12-^23 



■ -^31 -^22 ' 



•^22 -^33 " 



/ = aii«, 



10«) 



♦^33-^11 -^31 



lOft) 



«31-4, J 21x2« 

13. Ist die Discriminante 

^1 = «11 «22 «33 T" '^«12«23«31 «11 «23 «22 «31 «33 «12 ^^^0, 

SO lässt sich F {x, y) in Art. 12, la) in ein Produkt zerlegen, 
und zwar auf verschiedene Arten. Man überzeugt sich nämlich 
sogleich, dass 



«11«/ + («12 + y — ^3s) ? + 77^ 



V-A, 



■] 

-] «) 



und 
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ist. Denn durch Ausführung der Multiplication erhält man 
die Coefficienttn a^^, a^g? ^i3> ^22? ^23 theils unmittelbar, theils 
aber dadurch, dass man für Ä^^ und A^^ ihre Werthe (Art. 12, 
7a) und 8a)) setzt, und bei a^^ noch bedenkt, dass aus obiger 
Gleichung Ä = (J folgt äa^^a^^a^^— a^iC^z — «22 «31^ = «33(^^12^ 
— O'n^^i)' Ebenso überzeugt man sich, indem man die aus 
der Bedingung -4 = folgenden Beziehungen 2a^^a^^a^^ — ^n^% 

— ^zffln = ^22 Ks^ — ^n^zzJy ^^^ '^«i2«23%i — «22^31^ — ^33*^12^ = 
^11(^3^ — ^22^33) bezüglich auf die Coefficienten von ;r^ und j/^ 
anwendet, dass auch 



und 

ist. Es lässt sich daher die Gleichung F {x, y) = in ein 
Produkt von zwei Gleichungen zerlegen, indem man jeden 
Factor in a) — d) gleich Null setzt. Man erhält so, indem 
man zugleich die Nenner wegschafft, und bei a) und b) ver- 
möge Art. 12, 8a) 

«13 V— ^33 + ^23 = 0^13 V— -^3 3 + (^1 2^13 — ^23»ll) = 
4= Kl «23 — («12 ± y — -^33 ) «13] 



«23 V— Äs ± Al = «23 V— ^3 3 ± («1 2^23 — «13«22) = 
+ [«13^22 — («i2 ± y — -^33 ) «23] 

schreibt, als Gleichungen, in welche F (x, y) = zerfällt, 

«11 V—A^y + [«12 + V— A3 ] V—As ^ 

— [«11 «28 — («12 + y — ^3 ) «13] = 0; 
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«11 V^Aiy+ [«12 — >J3^s3 ] V — Ä^^x 

+ [«11028 — («12— V"— ^88 ) «Id] = 0, 1) 



[«12 + V— As ] V — .-^SS y +_«22 V—Ä^^X 
— [«1S«22 — («12 + y — ^83 ) «23]^0, 

[«12 — V-As]V— Azy + <h2 y — 'Äs ^ 

+ [«13«22 — («12 — V— ^33 ) «23] = 0, :^) 

oder 

«llV— A2y+[«12y— ^2 + A3]^+[«13+y— A2] y— ^22 = Ö, 
«llV- ^2 3/+ [«12*/- ^2- A3] ^+ [«13-y-^3y-^22 = 0, 3) 

oder 

K,y^^~+Ai3^+«22y-Ai^+ [«23+y^Ajy— Ai =0; 
[a^^v-Ai-Aii y+«22y-^ii^ + [«23-y-Ai]y--^ii = 0. 4) 

Alle diese vier Paare von Gleichungen sind identisch. Denn 
dividirt man die erste Gleichung in 1) mit a^g — Y — -^33 , die 
zweite mit a^g + V— As ? ^^ erhält man bezüglich die zweite 
und erste Gleichung von 2) wieder. Löst man die Gleichung 
Ä = nach «22 ^^^ «11 ^^^y so dass man erhält 

22 «31 ' — «38 «11 ' '^^ «23' — «22 «33 

und* also 

^2 ^ ^ («21<^l— «23«ll )' ^2 ^ ^ _ (<y32«12 — «81««2)'' 

«12 «ll«22 „ 8 — /» /L ' ^2 "11 "22 fl, 2 __« rt ^ 

«31 «33 «11 «28 «22 «38 



^« 



und daher yir^ = --^^^, >/-.- ^33 =-^ e) 

v — ^22 y— Ai 

und setzt diese Werthe in die Gleichungen 1) ein, so erhält 
man im ersteren Falle die Gleichungen 3), im letzteren die 
Gleichungen 4) wieder. Es gelten jedoch offenbar die Glei- 
chungen d)j folglich auch 1); 6), folglich auch 2); c), folglich 
auch 3); öf), folglich auch 4) nur dann, wenn bezüglich ä^^ 

und -^33; 022 ^^^ -^33? «11 ^^^ A2; «22 ^^^ -^11 ^^^ NxxYL YBT' 

schieden sind. Da nun 1) — 4) gerade Linien darstellen (Art. 2), 
so sieht man: 

Ist Ä = 0, so enthält die Gleichung F {x, y) = die Glei- 
chungen zweier Geraden. Ist nun 

I. -433<0, und zwar 1) «n^O, agg^O, so hat man zwei 
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reelle, sich schneidende, Geraden nach 1) — 4). Ebenso wenn 
2) %^0, «22 = ist, und zwar, wenn J-^^O, -^22^0 ist, 
nach 1) und 3), wenn Ä^-^^O, -^22 = ^ ^^^7 ^^^^ 1)5 wenn 
All = (^Iso auch «28 = 0), und J.22 ^ ist, nach 1) und 3), 
wenn Aii==p (also auch »23=0) und J.22 = ist, nach 1), u. s. w. 
Ist a^ = 0, 022 = 0, so lautet die Gleichung -4 = 

woraus folgt «33 = 2 ^^^ ^' - • 

Es lautet also die Curvengleichung 

F(x, y) = 2ai^xy + ^013^ + ^023^1; + «33 = 
oder vermöge des Werthes von 033 

«12^^y + «12^132/ + «12^23^ + 0^13^3 = ^ 

oder {a^^y + 033) (a^^x + a^g) -= 0. 

Man hat also dann die Geraden 

«122/ + »23 = 0, «12^ + «13 = 0. 

Die Gleichung F {x, y) = bezeichnet also auch dann zwei 
reelle, sich schneidende, und zwar in diesem Falle zwei zu 
den Coordinaten-Axen parallele Gerade. Ist 

n. ^38 = 0, also die Discriminante A = äa^^a^^a^i — 
«11 «23^ — «22«3l^ so kann nicht zugleich a^ = 0, a^^ =^ sein, 
weil sonst aus J. = sogleich folgen würde , dass entweder 
«22 oder «13 Null wäre, welche Fälle beide unmöglich sind, 
ersterer weil sonst F {x, y) nicht mehr vom 2ten Grade sein 
würde, letzterer, weil sonst in der Gleichung F(x^y)=^0 
alle y enthaltenden Glieder wegfielen; ebenso wenig/ kann 
zugleich «22 = 0; «12 = sein. Ferner muss, wenn J.33 = 0, 
und -^22 = ist, auch A^^ = sein; denn aus a^^a^^ — «3^* = 0, 

«11 «22 — «12^ = folgt «11 = ^; «12 = «31 1/^- Werden 

^9 ' "83 

diese Werthe in die Gleichung J. = 0, oder ^«i2023«3i — 
«ii«2s^""«22«3i*=0 eingesetzt, so erhält man (]/«22«33 — «23)* =0; 
also «22 «88 = «23^ oder «22^38 — «23* = 0, d. h. A^^ = 0. Ebenso 
muss, wenn ^33 = und A^^ = ist, auch ^22 = ^ sein. 
Endlich ist, wenn ^33 = ist, auch A^^ = und -^23 = 0; 

denn aus «n«22 — «12^ = folgt «n = ^^, und wenn dieser 

»32 
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Werth in die Bedingungsgleichung ^ = eingesetzt wird, 
ergiebt sich («32^2 — ^31^22)^ = ^j ^^^^ -^31 = 0. Analog 
folgt durch Substitution de^ aus ^33 = hervorgehenden 

a * 
Werthes a^ = -^^ in die Gleichung J. = 0, dass auch J.23 = 

ist. Es lauten daher die Gleichungen 3) und 4), wenn -^^^O 
und also auch -^22^0 ist, 

^ny+(^i2^+(Pu + V—-^J = 0, «112/ + «12^ + («13 - V- A2) = 0, 1 gs 

«12y+ö^22^+(«23 + y— Al)=0, ai22/ + »22^ + K3-'K-"^ll)=Oj 

Beide Formen sind identisch, wovon man sich sogleich über- 
zeugt, wenn man die aus A^^ = 0, ^33 == sich ergebenden 
Werthe -^ii^ f^jj. ^^^^ ^5i2_ f^^. ^^^ j^ 4^ einsetzt; und beide 

Gleichungen 5) bezeichnen reelle, parallele Gerade (Art. 2). 
Sind jedoch ausser ^33 = auch Ä^^ = und daher auch 
J.22 =0, so ergeben sich aus diesen Bedingungen a^Ogg — ^^12^= 0, 

«220^83—^23^ = 0; «83 «11 — «31^ = ^ dic Wcrthc an = ^^f'^ , 

"23 

«22= ^^^^% «33 = ^^^^^ > Werden diese Werthe in die 
Gleichung F (x^ y) = eingesetzt, so lautet sie; 

(«12 «132/ + «12«23^ + «13«23)^ = 0. 

Es stellt also dann die Gleichung F (x, y) = zwei reelle, 
zusammenfallende Gerade dar, deren jede ^ie Gleichung hat 

«21 «31 y + «32 «12^ + «13 «23 = 0. 6) 

Ist III. ^33 >0, also l/— j433 , folglich nach e) auch ]/ — A^^^ 
und y — ^22 imaginär, so erhält man die Gleichungen eines i 
Paares imaginärer Geraden. Bringt man dieselben, z. B. die 
Gleichungen 1) auf die Form t)y -j- 'jcx — 1=0, so erhält 
man, wenn man berücksichtigt, dass nach Art. 12, 6a), in 
Verbindung mit 7a), 8a) a^^A^^ + «23-^33 + «33-^33 = -^; ^^so 
für -4 = 0, ai3^i3 + a23^23 = — «33-^33 = «33 V— -^zz ist, 

-^23 ^\^V~~ ^33 ^ ^ ___ -^31 4" ^23 V -^88 ^ 1 = 

0^38 V -^33 %3 y ^33 



^28 4" ^ 13 V -^3 3 __ .. \ ^Z\ ^28 V "^38 ^ 1=0 



«88 V— ^8 «88 y- 

Sucht man nun nach Art. 7, la) die Coordinaten des Durch- 
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Schnittspunktes dieser beiden Geraden, so erhält man, unter 
Berücksichtigung der soeben gemachten Bemerkung 

-^83 -^33 

Der Durch Schnittspunkt ist also reell. 

Ganz analog sind die Schlüsse in Bezug auf die Gleichung 
F (jc^ ^) = 0. Man hat in den hier aufgestellten Gleichungen 
nur die lateinischen durch deutsche Buchstaben zu ersetzen, 
und die Resultate nach Art. 2 zu interpretiren. Man erhält 
demnach die Sätze: 
Die Gleichung 
F(x,y) == a^,y^ + 2a,^xy + 2a^^y-i- a^^x^ + 2a^^x + «33 = 
bezeichnet, 

wenn -4 == und J.33 < ist, zwei- reelle, sich schneidende 

Gerade [l)-4)], 
wenn A = 0, A^^ = 0, aber -4^1 ^0, folglich auch J^g^O 

ist, zwei reelle, parallele Gerade [5)], 
wenn J. = 0, -^33 = 0, Ä^^ == 0, folglich auch -ig^ = 

ist, zwei reelle, zusammenfallende Gerade [6)], 
wenn A = Q, A^^ > ist, zwei imaginäre, sich in einem 
reellen Punkte schneidende, Gerade [7)]. 
Die Gleichung 
% {h 9) = ^nf + 2ai2E9 + 2ai39 + 022^ + 20235 + 033 = 
bezeichnet, 

wenn 31 = 0, und Slgg < ist, zwei reelle, verschieden ge- 
legene Punkte [analog 1) — 4)], 
wenn 31 = 0, SI33 = 0, aber 3lu ^0, folglich auch %^ ^ 
ist, zwöi reelle Punkte, deren Verbindungsgerade durch 
den Coordinaten-Anfangspunkt geht [analog 5)], 
wenn 31 = 0, 3(33 = 0, Sl^ = 0, folglich auch 8I22 = 
ist, zwei reelle, zusammenfallende Punkte [analog 6)], 
wenn 31 = 0, SI33 > ist, zwei imaginäre, auf einer reellen 
Geraden liegende Punkte [analog 7)]. 
14. Ist die Discriminante A der Gleichung F (x, y) =^ 0, 
und die Discriminante 81 der Gleichung ^ (j, 5) = von Null 
verschieden, so bezeichnen beide einen Kegelschnitt. In Be- 
zug auf die Beurtheilung der Gestalt desselben hat man 
Folgendes zu beachten: 
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Bei Pnnki-Coordinaten. 
Hat die Curve zwei reelle Punkte im unendlichen, so ist sie 
eine Hyperbel, hat sie einen reellen Punkt im unendlichen, 
eine Parabel, hat sie keinen reellen Punkt im unendlichen, 
eine Ellipse. Liefert also die Gleichung für ar = c» zwei 
reelle unendliche y, und umgekehrt für y = oo zwei reelle un- 
endliche Xy SO hat man eine Hyperbel; liefert sie für x= oo ein 
reelles unendliches y, oder für y = cx> ein reelles unendliches a;, 
SO hat man eine Parabel; liefert sie weder für x = oo reelle 
y, noch für y = cx> reelle Xy so hat man eine Ellipse. 

Insbesondere können bei der Hyperbel noch folgende 
Fälle stattfinden: Nennt man den spitzen Winkel einer Asym- 
ptote mit der reellen Hyperbel- Axe ti, den spitzen Winkel der 
Abscissen-Axe mit der reellen Hyperbel -Axe t?, den spitzen 
Winkel der Ordinaten-Axe mit der reellen Hyperbel -Axe «i?, 
so dass also stets v -{- w = 90** .ist, so können folgende ver- 
schiedene Fälle eintreten.: 

1. w<45^ 

a. V <u, w>Uy 

h. V ==Uy w> Uy dann ist die Abscissen-Axe . parallel 
einer Asymptote, 

C. V^Uy w^ u. 

d. v> u, w ==Uj dann ist die Ordinaten-Axe parallel 
einer Asymptote. 

2. w = 45«, 

a, V <u^ w> Uy 

h, V = u, w = u, dann ist sowohl -die Abscissen- als 

die Ordinaten-Axe parallel je einer Asymptote, 
c v> u, w <iUy 

3. w>45^ 

a. V <Uy w> Uy 

h. v<iUy w = Uj dann ist die Ordinaten-Axe parallel 
eiuer Asymptote, 

c. V <Uy w <,Uy 

d. V = Uy w <.Uj dann ist die Abscissen-Axe parallel 

einer Asymptote, 

e. v>u, w < u. 
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Zugleich bemerkt man sogleich Folgendes: 
Im Falle ha, giebt es nicht zu jedem reellen x reelle y; 
aber zu jedem reellen y giebt es reelle x. 
1. h. giebt es nicht zu jedem reellen x reelle y; 
. aber zu jedem reellen y giebt es ein, aber nur 
1 reelles x, 
1. c, giebt es nicht zu jedem reellen x reelle y, 

und nicht zu jedem reellen y reelle x. 
1, d. giebt es zu jedem reellen x ein, aber nur 1 reelles y; 
aber nicht zu jedem reellen y giebt es reelle x, 

1. e. giebt es zu jedem reellen x reelle y; 

-aber nicht zu jedem reellen y giebt es reelle x. 
Im Falle 2. a. giebt es nicht zu jedem reellen x reelle y; 
aber zu jedem reellen y giebt es reelle x. 

2. h. giebt es zu jedem reellen x ein, aber nur 1 reelles X] 

zu jedem reellen y giebt es ein, aber nur 1 reelles x. 

2. c. giebt es zu jedem reellen x reelle y; 

aber nicht zu jedem reellen y giebt es reelle x. 
Im Falle 3. a. giebt es nicht zu jedem reellen x reelle y; 
aber zu jedem reellen y giebt es reelle x. 

3. 6. giebt es zu jedem reellen x ein, aber nur 1 reelles y ; 

zu jedem reellen y giebt es reelle x. 

3. c, giebt es zu jedem reellen x reelle y; 

zu jedem reellen y giebt es reelle x. 

3. d. giebt es zu jedem reellen x reelle y; 

zujedem reellen y giebt es ein, aber nur 1 reelles ir. 
3. e, giebt es zu jedem reellen x reelle y; 

aber nicht zu jedem reellen y giebt es reelle x, 
und umgekehrt, giebt es z. B. nicht zu jedem reellen x reelle y, 
aber zu jedem reellen y reelle ic, so hat man bei einer Hy- 
perbel den Fall 1. a, u. s. w. 

Bei Linien- Coordinaten 

gestaltet sich die Beurtheilung der Natur der Curve minder 
einfach. Man hat hier folgende Fälle zu unterscheiden: 

I. Der Coordinaten- Anfangspunkt liegt innerhalb der Curve. 

n. liegt auf dem Umfange der Curve. 
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1. Eine Coordinaten-Axe berührt, die andere schneidet 
die Curve. 

o. Die Abscissen-Axe berührt, die Ordinaten-Axe 

• sehneidet 
b. Die Abseissen-Axe schneidet, die Ordinaten-Axe 
berührt 

2. Beide Coordinaten-Axen schneiden die Coire. 
in. liegt ausserhalb der Corve. 

1. Beide Cöordinaten-Axen berühren die Cuire. 

2. Eine Coordinaten-Axe berührt, die andere schneidet 
die Curve. 

a. Die Abscissen-Axe berührt, die Ordinaten-Axe 
schneideL 

b. Die Abscissen-Axe schneidet, die Ordinaten-Axe 
berührt« 

3. Eine Coordinaten-Axe berührt die Gurre, die andere 
berührt nicht und schneidet nicht 

a. Die Abscissen-Axe berührt, die Ordinaten-Axe be- 
rührt nicht und schneidet nichL 

b. Die Abscissen-Axe berührt nicht und schneidet nicht, 
die Ordinaten-Axe berührt. 

4. Beide Coordinaten-Axen schneiden die Curve. 

5. Eine Coordinaten-Axe schneidet die Curve, die andere 
berührt nicht und schneidet nicht 

a. Die Abscissen-Axe schneidet, die Ordinaten-Axe 
berührt nicht und schneidet nicht. 

b. Die Abscissen-Axe berührt nicht und schneidet nicht, 
die Ordinaten-Axe schneidet 

6. Beide Coordinaten-Axen berühren die Curve nicht, 
und schneiden sie nicht 

Zugleich sieht man, wenn man bedenkt, dass je = cx>, ^ = 00 

die Coordinaten von sind. 

Im Falle L giebt es nicht zu jedem reellen J reelle 5, und 
nicht zu jedem reellen ^ reelle £; zugleich ist 
für j = 00 5 imaginär, und für 5 = 00 ist J 
imaginär. 

Im Falle IL l.a giebt es zu jedem reellen j ein, aber nur 1 
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reelles 5, aber nicht zu jedem reellen t) reelle j; 

zugleich ist für j = 00 auch ^ = 00 und für 

t) = 00 auch j: = 00. 
Im Falle IL 1.6 giebt es nicht zu jedem reellen j reelle t); 

aber zu jedem reellen ^ giebt es ein, aber 

nur 1 reelles j; zugleich ist für j = 00 auch 

tj == cx> und für ^ = cx) auch j: = cx). 
Im Falle II. 2. giebt es nicht zu jedem , reellen j reelle \)j 

und nicht zu jedem rellen \) reelle j; zugleich 

ist für 5 = cx) auch ^ = 00 und für ^ = 00 

auch j = cx). 
Im Falle III. 1. giebt es zu jedem reellen j ein^ aber nur 1 

reelles t), und zu jedem reellen ^ ein, aber 

nur 1 reelles j. 
Im Falle III. 2. a giebt es zu jedem reellen j ein, aber nur 1 

reelles ^5 aber nicht zu jedem reellen t) reelle j. 
Im Falle III. 2. & giebt es nicht zu, jedem reellen j reelle \)] 

aber zu jedem reellen \) ein, aber nur 1 reelles j. 
Im Falle III. 3. a giebt es zu jedem reellen J ein, aber nur 1 

reelles t)] aber zu jedem reellen \) giebt es 

reelle j. 
Im Falle III. 3. 6. giebt es zu jedem reellen j reelle 5; aber zu 

jedem reellen \) ein, aber nur 1 reelles j. 
Im Falle III. 4. giebt es nicht zu jedem reellen j reelle t), 

und nicht zu jedem reellen t) reelle j; zu- 
gleich ist für j == cx> ^ nicht cx), aber reell, 

und für 5 = 00 ist j nicht 00, aber reell. 
ImFallellLö.a. giebt es nicht zu jedem reellen j reelle ^, 

aber zu jedem reellen t) giebt es reelle j. 
Im Falle III. 5. &. giebt es zu jedem reellen j reelle \)] aber es 

giebt nicht zu jedem reellen t) reelle j. 
Im Falle III. 6. giebt es zu jedem reellen 5 reelle t), und zu 

jedem reellen t) reelle j. 
Umgekehrt, liefert die Gleichung g (5, 5) = nicht zu jedem 
reellen j reelle ^, und nicht zu jedem reellen \) reelle j; ist 
femer für 5 == cx) ^ imaginär, und für ^ = 00 j imaginär, 
so hat man den Fall I, etc. 
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Die Unterscheidung, ob die Gleichung eine Hyperbel, 
Ellipse, Parabel darstelle, ergiebt sich dann in jedem einzelnen 
Falle durch die Untersuchung, ob die zur Äbscissen-Axe 
parallelen Tangenten die Ordinaten-Axe beide auf der posi- 
tiven oder beide auf der negativen Seite schneiden, oder aber 
ob die eine die Ordinaten-Axe auf der positiven, die andere 
auf' der negativen Seite schneidet; ob ferner die zur Ordinaten- 
Axe parallelen Tangenten die Abscissen-Axe beide auf der- 
selben, oder ob sie dieselbe auf verschiedenen Seiten schnei- 
den; ob femer eine zu einer Coordinaten-Axe parallele Tan- 
gente im Unendlichen liegt, oder nicht. Nur der obige Fall 
III. 1. erfordert eine eigene Untersuchung. Zugleich bemerkt 
man hinsichtlich der Hyperbel, welche überhaupt die grösste 
Mannichfaltigkeit der Erscheinungen darbietet, in Bezug auf 
die oben erwähnte Lage der Coordinaten-Axen gegen dieselbe. 
Folgendes, wobei die Lage des Coordinaten- Anfangspunktes 
0, ob inner- oder ausserhalb der Curve, u. s. w. nicht in Be- 
tracht kommt: 

Im Falle 1. a. giebt es keine Tangente parallel der Abscissen-, 
zwei Tangenten parallel der Ordinaten-Axe. 
1. 6. giebt es 1 Tangente, eine Asymptote, parallel der 
Abscissen-, zwei Tangenten parß;llel der Ordi- 
naten-Axe. 
1. c, giebt es zwei Tangenten parallel der Abscissen-, 
und zwei Tangenten parallel der Ordinaten-Axe. 

1. d, giebt es zwei Tangenten parallel der Abscissen-, 

und 1 Tangente, eine Asymptote], parallel der 
Ordinaten-Axe. 
I.e. giebt es zwei Tangenten parallel der Abscissen-, 
keine Tangente parallel der Ordinaten-Axe. 
Im Falle 2. a. giebt es keine Tangente parallel der Abscissen-, 
zwei Tangenten parallel der Ordinaten-Axe. 
2. 6. giebt es 1 Tangente, eine Asymptote, parallel der 
Abscissen-, und 1 Tangente, eine Asymptote, 
parallel der Ordinaten-Axe. 

2. c, giebt es zwei Tangenten parallel der Abscissen-, 

keine Tangente parallel der Ordinaten-Axe. 
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Im Falle 3. a, giebt es keine Tangente parallel der Abscissen-, 

zwei Tangenten parallel der Ordinaten-Axe. 
3. ?>. giebt es keine Tangente parallel der Abscissen-, 

1 Tangente, eine Asymptote, parallel der Ordi- 

naten-Axe. 
3. c. giebt es keine Tangente parallel der Abscissen-^ 

und keine Tangente parallel der Ordinaten-Axe. 
3.rf. giebt es 1 Tangente, eine Asymptote, parallel 

der Abscissen-, und keine Tangente parallel 

der Ordinaten-Axe. 
3. e. giebt es zwei Tangenten parallel der Abscissen-, 

und keine Tangente parallel der Ordinaten-Axe. 

Lost man nun die Gleichungen F {x, y) = ^, S (f, ^) = 
nach y,x, %i auf, so erhält man:. 

y == -^— [--«12«-«13±V-(«11«23— 012')«'+ 2(0,1031— a23«ll)^—K3«ll— «81^^^ 

X = —- r-Oi2 2/-Oa3±y— (OiiO^a— 0i2')2/' + 2(0820i2-a3i«32)2/-(a22«33-a^s*n^ 

"22 L J 

t) = — [-0,2 J ~a,3±y-(aiia ~- oi2')7M- 2(a,,a8,"-023an )Y~ (Oa^flu ~ 03, ^)], 
oder 

Oll L -• 

^ = -^ [- Ol, 2/ - a,3 ± }/=^37y' + 2Ai2/-^i] , 2a) 

E = n^ - T- «»« ^ - °«3 ± y^«^^'^2i~r^i;rl • 26) 

In la) und 2a) sind offenbar die Ausdrücke unter dem Wurzel- 
zeichen für bezüglich a; = + c», y = + oo positiv oder negativ, 
je nachdem A^^ negativ oder positiv ist. Im ersteren Falle sind 
die Ausdrücke in la), 2a) reell, im zweiten imaginär. Dies 
bleibt so, bis die Radicanden Null werden. Dann werden 
sie, wenn A.^ < ist, imaginär, wenn ^33 > ist, reell. Dies 
bleibt abermals so, bis die Radicanden abermals Null werden, 
wo dann die Ausdrücke für A^^ < wieder reell, für -^33 > 

Weibsenborn, anal. fJoomrtrie. 3 
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imaginär werden ; dies bleiben sie bis zu bezüglich x = — oo, 
y == — ex?, um die Werthe für x zu finden, für welche der 
Radicand in \a) Null wird, und die Werthe für y zu finden, 
für welche der Radicand in 2a) Null wird, hat man nur diese 
Radicanden = zu setzen, und die so entstehenden Glei- 
chungen nach Xy y aufzulösen. Heissen die Wurzeln dieser 
Gleichungen bezüglich x^, x^, y^, t/g, so findet man unter An- 
wendung der Beziehungen Art. 12, 10a). 



-^38 -^88 

Ebenso ergeben sich aus 16), 2b) die Werthe 

Sl — 5l3s ' ^^ ~ «88 ^ ^ 

Sind nun ic^, x^ imaginär, so giebt es also für A^^ < keinen 
reellen Werth von x, für welchen y imaginär würde, es ist 
also dann y für jedes reelle x auch reell; für A^^ > giebt 
es keinen reellen Werth x, für welchen y reell würde, es ist 
also dann y für jedes reelle x imaginär. Sind x^^ x^ reell, 
so giebt es für A^^ < reelle Werthe von x, für welche y 
imaginär wird, und für A^^ > reelle Werthe von x, für 
welche y auch reell wird. Ebenso ist, wenn y^, y^ imaginär 
sind, für ^33 < ic für jedes reelle y auch reell, für ^33 > 
für jedes reelle y imaginär. Sind y^, y^ reell, so giebt es für 
-^33 < reelle Werthe von y, für welche x imaginär wird, 
und für ^33 > reelle Werthe von «/, für welche x reell wird. 
Ist nun I. ^33 < 0, SI33 < 0, 

und ist, da ^33 = ö^ii«22 — «l2^ ^33 = öuagg — a^a^ ist, 
1. »11 ^ 0, «22 ^ 0, Qa ^ i\ 0^2 ^ 0, 

so können a^^ und a^g, Ct^ und a22 verschiedene, oder gleiche 
Vorzeichen haben. Ist nun ersteres der Fall, ist also 

A) aiittg'i < 0, Oll 022 < ^f 

und ist 31) a^^A < 0, a^Sl < 0, 
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also 0^22-4 > 0, 022^1 > 0, 

so sind die Werthe in 3a), 3fe) reell, in 4a), 46) imaginär. 
Es giebt also dann reelle Abscissen, für welche es keine reelle 
Ordinate giebt, dagegen gehören zu jeder reellen Ordinate 
reelle Abscissen. Bei Punkt -Coordinaten sieht man daher 
sogleich, dass dann die Gleichung eine Hyperbel bezeichnet, 
und zwar in einem der Fälle l.a, 2.a, 3.a. Bei Linien- 
Coordinaten hat man, da es nicht zu jedem reellen f reelle t), 
wohl aber zu jedem reellen \) reelle j giebt, den Fall III. 5.a; 
ausserhalb der Curve, die Abscissen -Axe schneidet die 
Curve, die Ordinaten-Axe schneidet nicht und berührt nicht. 
Nach dem Früheren können nun bei der Hyperbel nur die Fälle 
1. fl, 1. 6, 1. c, 2, a, .3. a in Betracht kommen, weil nur in ihnen 
Tangenten existiren, welche parallel den Coordinaten- Axen ver- 
laufen. Und zwar müssen beide zur Ordin^ten-(5=)Axe parallele 
die Abscissen-(E :)Axe auf verschiedenen Seiten, die eine auf der 
positiven, die andere auf der negativen schneiden, und es muss 
stets zwei solche zur Ordinaten-Axe parallele Tangenten geben. 
Dagegen giebt es in den Fällen 1.^, 2.a, 3.a keine zur Abscissen- 
Axe parallele Tangente, im Falle l.ft nur 1 solche Tangente, 
eine Asymptote, und nur im Falle l.c zwei solche Tangenten, 
und diese müssen die Ordinaten-Axe auf derselben Seite, beide 
auf der positiven, oder beide auf der negativen Seite schnei- 
den. Bei der Ellipse aber muss es stets zwei zur Ordinaten- 
Axe parallele Tangenten geben, und zwar müssen diese die 
Abscissen - Axe auf derselben Seite schneiden, zugleich aber 
auch muss es stets zwei zur Abscissen- Axe parallele Tangen- 
ten geben, und diese müssen die Ordinaten-Axe auf verschie- 
denen Seiten, die eine auf der positiven, die andere auf der 
negativen Seite schneiden. Bei der Parabel kann es, wenn 
die Abscissen- Axe der Parabel -Haupt -Axe nicht parallel ist, 
nur eine im Endlichen liegende zur Ordinaten-Axe, und eine 
im Endlichen liegende zur Abscissen- Axe parallele Tangente 
geben. Ist aber die Abscissen -Axe der Parabel -Haupt -Axe 
parallel, so kann es nur eine im Endlichen liegende zur Or- 
dinaten-Axe, aber keine im Endlichen liegende zur Abscissen- 
Axe parallele Tangente geben. Die zur Ordinaten- und 
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Abscissen-Axe parallelen Tangenten haben nun offenbar be- 
züglich die Ordinate ^ = 0, die Abscisse J = 0. Setzt man 
nun in Ife) E = 0, so erhält man die beiden Werthe von t), 
in welchen die zur Abscissen-Axe parallelen Tangenten die 
Ordinaten-Axe schneiden, sie sollen stets t)\ t)' heissen; setzt 
man in 26) 9=0, so erhält man die beiden Werthe von f, 
in welchen die zur Ordinaten-Axe parallelen Tangenten die 
Abscissen-Axe schneiden, sie sollen stets j', j" heissen. Man 
hat also 

^' _ - ö,3 + V-~%2 . - _ - 0,3 - V^%7. F^\ 



Soll also die Curve eine Hyperbel sein, so müssen j', j" reell 
und verschiedenen Zeichens sein. Dazu ist erforderlich, dass 
Sin < 0, ö^®^ ^22^3? — Ö23^<0 ist, und dass ajj2Cl33<0 ist, 
dass also a.^ und 033 verschiedene Vorzeichen haben. Da 
Ö22SI > sein sollte, muss sein 

a33«<0. 
Soll die Curve eine Ellipse sein, so müssen 9', 9", e',e" reell 
und zwar j', j" gleichen, 9', 9" verschiedenen Zeichens sein. 
Damit nun j', j", 9', 9" reell sind, muss ?l,i < 0, Slgg < ö> 
oder a22a33 — a23^<0, agaan — a^g^ < sein. Damit j', j" 
gleiches, 9', 9" verschiedenes Vorzeichen haben, muss Ct22%>0, 
^33^11 <0 sein. Es muss also 033 mit (x^ gleiches, mit a^ 
entgegengesetztes Vorzeichen haben; es müssen daher die 
Bedingungen zugleich erfüllt sein: 

a33Sl>0, Slu<0, %,<0. ^ 
Soll die Curve eine Parabel sein, so muss j' oder f" gleich 
Null, ebenso 9' oder 9" gleich Null, oder beide Null sein. 
Beide Bedingungen sind offenbar erfüllt, wenn 033 = ist, 
sollen beide 9', 9" Null sein , so muss speziell auch a,3 = 
sein. Die Bedingung für die Parabel ist also 

033 = 0. 

Ist S&)a,^A>0, aaSl>0, 

also «5^2^ < ^7 ^22^1 < 0, 

so sieht man: Zu jeder Abscisse gehören reelle Ordinaten, 
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aber es giebt reelle Ordinaten, zu welchen es keine reelle 

Abscisse giebt. Bei Punkt- Coordinaten hat man also eine 

Hyperbel, und zwar einen der Fälle 1.6, 2. c, 3. e. Bei Linien- 

Coordinaten hat man die Lage III. 5. b des Axen- Systems. 

Bei der Hyperbel kommen hier nur die Fälle l.c, l.d, l.e, 

2. c, 3. e in Betracht. Wie bisher überzeugt man sich, dass 

dann die Gleichung eine Hyperbel, Ellipse, Parabel bezeichnet, 

wenn bezüglich a33 3l<0, 

a333l>0, Sln<0, 2(,2<0, 

O33 = 
ist. 

Ist B) a^^a^^ > 0, dy^a^ > 0, 

haben also «u, «22? ^11/^2 gleiches Zeichen, und ist 

9l)a,i^<0, Oi,,%<0, 

also auch «22^ "^ ^y ^22^ < ^\ 

so sind die Werthe in 3a), 4a), 3&), 46) sämmtlich reell. 
Man sieht also, es giebt reelle Abscissen, für welche es keine 
reellen Ordinaten, und reelle Ordinaten, für welche es keine 
reellen Abscissen giebt. Bei Punkt- Coordinaten sieht man 
sogleich, dass man eine Hyperbel, und zwar den Fall l.c hat. 
Bei Linien-Coordinaten sieht man hingegen, da nach 16), 26) 
für j = 00 auch ^ = 00, und für ^ = 00 auch j = 00 wird, 
dass man den Fall III. 4 vor sich hat. Bei der Hyperbel 
können hier alle Fälle von l.a bis 3.e statt haben. Man 
sieht nun sogleich, dass, wenn die Curve eine Hyperbel sein 
soll, 5', ^", e', e" reell oder imaginär sein können, dass aber, 
wenn das eine oder andere Paar, oder beide Paare reell sind, 
^' und ^", j' und j" gleiches Zeichen haben müssen; ferner 
dass, wenn die Curve eine Ellipse sein soll, 5', ^", j', j" reelb 
aber verschiedenen Zeichens sein müssen; dass, wenn die Curve 
eine Parabel sein soll, t( oder 5", und zugleich j' oder j" 
Null, der andere Werth reell, oder dass drei dieser vier Grössen 
Null, die vierte reell sein muss. Die Bedingung für die Hy- 
perbel beschränkt sich oflfenbar darauf, dass öggai^ > 0, Cl^^^zz > 
ist, dass also auch 

OsgSKO 

ist Die Bedingung für die Ellipse reducirt sich darauf, dass 
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^3^11 < 0, öggagg < 0, also OggSl > sein muss. Die anderen 
Bedingungen, dass Sl^ < 0, 3I22 < Q ist, folgen aus a^^a^ < 0, 
022 033 <0 von selbst. Man hat also eine Ellipse, wenn 

a33«>0, Sru<0, 2l22<0 
ist. Die allgemeine Bedingung für das Auftreten der Parabel^ 
abgesehen von speziellen Fällen, a^g = 0, a^ = 0, lautet vde 
früher Ogg = 0. 

Ist a3)an^>0, aiiSl>0, 

also auch «22^ > 0, 02281 > 0, 

so sind die Werthe in 3a), 4a), 3fe), 4fe) imaginär. Es giebt 
also zu allen reellen Abscissen reelle Ordinaten, und umge- 
kehrt. Bei Punkt-Coordinaten folgt daraus, dass man dann 
eine Hyperbel, und zwar den Fall 3. c hat. Bei Linien-Coordi- 
naten hat man den Fall III. 6. Bei der Hyperbel, bei welcher 
hier nur der Fall l.c eintreten kann, müssen j', j", 9,9' stets 
reell und verschiedenen Zeichens, bei der Ellipse dieselben 
Grössen auch reell, aber gleiches Zeichens sein; bei der Pa- 
rabel j' oder e", 9' oder 9' Null sein. Man hat also oflFen- 
bar eine Hyperbel, wenn OggO^i < 0, O22O33 < ist, wenn also 
das Vorzeichen von o^g das entgegensetzte des Vorzeichens 
von Oll, ^22 is^7 ^^^ wenn daher 

03g2l<0 

ist. Für die Ellipse hat man die Bedingung O22CI33 > 0, 
OggOii > 0, aber Sl^ < 0, SI22 < 0, oder 

OggSl > 0, %,, < 0, 2I22 < 0. 
Für die Parabel gilt die Bedingung 

O33 = 0. 
Ist ferner 2. a^ ^ 0, a22 = 0, o^ ^ 0? ^22 = 0, 
in welchem Falle, da Ä^Q=a^^a22 — ai2^<0, ?lg3=Oii022 — Oi2^<0 
sein soll, weder ai2 noch 0^2 Null sein kann, so gehen die 
Gleichungen la), 16), F(x, y) = 0, g (je, t)) = für a22 = 0, 
0^2 = über In 

tj = l-l— ai2^ - ^13 + ya^2^x^ + 2Ä2^x — J.22I , 7a) 
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9 = -^ [-A2I - 0i3 ± ya,/E^ + 231,3^-2122], ^fe) 

r — _ °ii^' + 2Q ^ 3t) + Q33 Qj,\ 

Wie 2a), 2b) unbrauchbar werden, weil sie» den Nenner Null 
enthalten würden, so gelten auch die auf 2a), 2b) basirten 
Gleichungen 4a), 4b) nicht mehr, während 3a), 36) in Kraft 
bleiben. Ist nun 

^)a,,Ä<0, a,i2l<0, 

so sind die Ausdrücke in 3a), 36) reell. Aus ihnen und aus 
8a), 86) ersieht man: Es giebt reelle Abscissen, für welche 
keine reellen Ordinaten existireu, dagegen gehört zu jeder 
reellen Ordinate eine, aber nur eine einzige, Abscisse. Bei 
Punkt-Coordinaten hat man also hier eine Hyperbel, nämlich 
den Fall 1.6. Bei Linien-Coordinaten sieht man aus 76), dass 
f ür j == 00 auch ^ = 00 ist, aber aus 86) ist ersichtlich, dass 
für 5 = 00 j nicht noth wendig den Werth 00, sondern den 
unbestimmten Werth ^ erhält. Man hat also den Fall III. 2.6. 
Die Gleichungen 5) bleiben, da sie aus 16) hervorgingen, 
unverändert, an die Stelle der aus 26) hervorgegangenen 
Gleichungen 6) tritt aber die eine aus 86) für t) = fliessende:' 

wie es auch sein muss, da es zur Ordinaten- Axe, die selbst 
Tangente ist, nur noch eine einzige parallele Tangente geben 
kann. Dieser Werth j' ist stets reell, kann aber auch = 0, 
oder = 00 sein, in welchem letzteren Falle die zweite Tan- 
gente mit der ersten, also mit der Ordinaten- Axe zusammen- 
fällt. Bei der Hyperbel sind hier nur die Fälle l.a, 1.6, l.c, 
hd, 2.a, 2.6, 3.a, 3.6 möglich. Soll nun die Curve eine 
Hyperbel sein, so können t)', 5" imaginär oder reell sein, im 
letzteren Falle aber müssen sie gleiches Zeichens sein. Soll 
die Curve eine Ellipse sein, so müssen 5',^" stets reell, aber 
verschiedenen Zeichens sein. Die Curve ist eine Parabel, 
wenn j' = 0, und \)\ 5" beide gleich Null, oder eins Null 
ist. Man hat also eine Hyperbel, wenn a33aii>0ist, wenn 
also 033 imd a^ gleiches Zeichen haben, und also 
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ist. Wenn ausser Ogg auch agg, also auch Sl^i Null ist, so 
fallen in der Ordinaten-Axe zwei Tangenten zusammen; so 
in den Fällen l.d, 2.6, 3.6; in 3.6 fallen auch die beiden 
zur Abscissen-Axe parallelen Tangenten in eine einzige, eine 
Asymptote (die andere ist die Ordinaten-Axe) zusammen. 
Man hat ferner eine Ellipse, wenn 033 a^ < 0, also Ci33S(> 0, 
und aggOii — ttjg^ < 0, odcr 2I22 < ist; wegen Ogg = ist 
zugleich auch a^göss — 0^3^ oder Sl^i < 0. Man hat also auch 
hier die Bedingungen 

a3s«>0, 2ln<0, %,,<0. 
Die Curve ist eine Parabel, wenn 

033 = 
ist. 

Ist 93) «11^ >0, aii3l>0, 

so sind die Werthe 3a), 36) imaginär. Aus ihnen und aus 
8a), 86) folgt, dass dann zu jeder reellen Abscisse reelle 
Ordinaten, zu jeder reellen Ordinate eine, aber nur eine einzige, 
Abscisse gehört. Bei Punkt- Coordinaten erkennt man sogleich, 
dass man dann eine Hyperbel, und zwar im Falle 3.6, vor 
sich hat. Bei Linien-Coordinaten hat man den Fall IIL 3. 6. 
Soll hier die Curve eine Hyperbel, für welche nur die Fälle 
l.c, l,d eintreten können, sein, so müssen 9', 5" reell, und 
verschiedenen Zeichens sein; bei der Ellipse müssen sie reell 
und von gleichem Vorzeichen sein. Man sieht daher sogleich, 
dass man eine Hyperbel hat, wenn 

a33 3l<0 
eine Ellipse, wenn OjgSt > 0, 2ln < 0, %22<^ 

ist, wobei, wegen ttgg = von selbst Sl^^ < ist. Endlich 
hat man eine Parabel, wenn 

^33=0 

ist. 

Ist 3. «n = 0, a22 ^ 0, a^i = 0, Ogg ^ 0, 

so gelten die Gleichungen la), 16), und in Folge dessen 3a), 
36) nicht mehr. Die den Gleichungen la), 16) entsprechen- 
den sind dann aus F {x,y) = 0, % (j, 9) = abzuleiten. 
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Man hat dann nach diesen, sowie nach 4a), 46) für a^ = 0, 
flu = 

^ = -^ [ - «122/ — «23 + y«i2y+2^3iy— A» ]5 1^*) 

E = -^ [- «12^ - fl23 ± A2*5' + 2«3lt) - ^]- 11^) 

Ist nun 21) a^^A < 0, a^^fi < 0, 

so hat man bei Punkt-Coordinaten eine Hyperbel, im Falle \.d. 
Bei Linien-Coordinaten liegt offenbar III. 2. a vor. Statt der 
Gleichungen 5) erhält man aus 10 t) 

und man überzeugt sich, wie bisher, leicht, dass man eine 
Hyperbel hat, wenn j', j" imaginär oder reell, im letztern 
Falle gleichen Zeichens, also 

a33Sl<0, 
eine Ellipse, wenn j', j" reell und verschiedenen Zeichens, also 

a33 3l>0, 3ln<0/9l22<0, 
eine Parabel, wenn Ö33 = 

ist. Bei der Hyperbel hat man die Fälle 1.6, 1. c, l.t7, l.e, 
2.6, 2. c, 3. rf, 3. e. Ist ausser a^^ auch Og^ = 0, also §(22 = 0, 
so fallen, wie im Falle 1.6, 2.6, 3,d in der Abscissen-Axe 
zwei Tangenten zusammen, in 2. 6 auch die beiden zur Ordi- 
naten-Axe parallelen Tangenten. 

Ist g3)a,,^>0, a22 2l>0, 

so sind 4a), 46) imaginär. Hieraus und aus 10a), 106) er- 
kennt man bei Punkt-Coordinaten sogleich die Hyperbel im 
Falle 3. 6. Bei Linien-Coordinaten hat man den Fall HI. 3. a, 
und sieht auch hier, dass man eine Hyperbel, und zwar im 
Falle 1.6 oder 1. c hat, wenn 

assSl < 0, 
eine Ellipse, wenn OggSl > 0, Sl^i < 0, %2 < Q 

eine Parabel, wenn ttgg = 

ibt. 
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Ist 4. «11 = 0, «22 = 0, a^ = 0, 0^2 = 0, 

wobei also, da ^33, Slgg von Null verschieden sein soll, nicht 

zugleich «12, 0^2 Null sein kann, so treten an die Stelle der 

Gleichungen la), 2a), 16), 26) die aus F(x, y) = 0,% (j, 9) = 

für «11 = «22 = 0, a^i = 0^2 = folgenden 

_ 20,3^ + 03 3 13^) 

^ 2(a,aaj + ai3) ' ^^ 

^ _ _ 2«i8y + «88 . lAa) 

^- 2(a,,y + a,3)' ^^>* 

Man sieht daher: Es giebt zu jeder reellen Abscisse eine, 
aber nur eine einzige Ordinate, zu jeder reellen Ordinate eine, 
aber nur eine einzige Abscisse. Bei Punkt -Coordinaten er- 
kennt man daher sogleich, dass die Gleichung eine Hyperbel, 
und zwar eine gleichseitige, nämlich den Fall 2.6 darstellt, 
indem beide Coordinaten- Axen den Asymptoten parallel sind. 
Man sieht dies noch deutlicher, wenn man 

«12 »IS 

setzt, durch welche Substitution die Gleichung die Gestalt 
erhält , , ^a^^a^^ — a^ 2 «33 



xy = 



Bei Linien-Coordinaten hat man offenbar den Fall TII. 1, welcher, 
wie schon früher erwähnt ward, eine besondere Untersuchung 
erfordert. Da es in diesem Falle zu jeder Axe nur eine ein- 
zige parallele Tangente giebt, ist eine Entscheidung mit Hilfe 
der Vorzeichen von f', f", t)\t)' nicht mehr möglich. Man 
muss daher folgenden Weg einschlagen: Man entwerfe eine 
Zeichnung dieses Falles, insbesondere für Ellipse und Hyper- 
bel. Die (positive Seite der) Abscissen-Axe berühre die Curve 
in P, die (positive Seite der) Ordinaten-Axe berühre in L, 
die zur Ordinaten-Axe parallel laufende Tangente berühre in 
K und schneide die Abscissen-Axe in S\ die zur Abscissen- 
Axe parallele Tangente schneide die zur Ordinaten-Axe parallele 
Tangente in Qj die Ordinaten-Axe in B. Bei der Hyperbel 
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sind hier zwei Fälle möglich: entweder nämlich berühren 
die Coordinaten-Axen die eine den einen, die andere den 
anderen Ast, oder beide berühren denselben Ast der Hyper- 
bel. Stets aber liegen bei der Ellipse L und K auf derselben, 
bei der Hyperbel aber auf verschiedenen Seiten der Abscissen- 
Axe. Bei der Ellipse also müssen die Strecken OL, SK 
gleiches, bei der Hyperbel verschiedenes Vorzeichen besitzen; 
und umgekehrt: besitzen OL, SK gleiches Vorzeichen, so ist 
die Curve eine Ellipse, besitzen sie verschiedenes Vorzeichen 
eine Hyperbel. Bezeichnet nun, wie bisher, j', 5' den reci- 
proken Werth bezüglich von OS, OB, ist also j' der aus 
146) für 9=0, t) der aus 136) für j = sich ergebende 
Werth, und sucht man ferner dei;i aus 146) für t) = 00 
folgenden Werth j^ von j, und den aus 136) für j = cx) fol- 
genden Werth t)i von t), so hat man sogleich 



und 


l da oflFenbar 


E = 


= — 


-SS 

20,3 




J = - 


2Qi. 


+ 


«SS 

9 




2(0,, 


+ 




ist, 


för 9 = 00, 


E = 


00 








Ji = 


= — 





9 = 



20.3 ' 



t)- 



2a,3+-!^ 



Da es nun auf der Abscissen-Axe keinen anderen Punkt als 
P geben kann, für welchen das zugehörige t) unendlich ist, 
und da es auf der Ordinaten-Axe keinen anderen Punkt als 
L geben kann, für welchen das zugehörige j unendlich ist, 
muss El der reciproke Werth von OP, t)^ der reciproke Werth 
von OL sein. Man hat daher 

_Jl_ ^18 ^ 0^3 1 ^88 



OP ~ Qj, ' OL ~ tti, ' OS 20,3' 



1 a. 



'88 



OB 2018 ' 

oder 

OP=-ii^, Oi = — ^ 0S=- ^ 

O18 «28 



8 



/ 



0E = -^. ' t) 
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Es wird also OL erhalten, indem man in der Gleichung der 
Curve, welche (wegen a^ = 0, d^^ = ^) lautet 

'^ai2E9 + 2ai3t) + 2a^.,i + a^g == 

den negativen Quotienten aus dem Coefficienten von j^ und 
E bildet. Verlegt man nun den Coordinaten-Anfangspunkt 
nach Sy nimmt die frühere Abscissen-Axe auch als die neue, 
die zur früheren Ordinaten-Axe parallele Tangente als neue 
Ordinaten-Axe, und behält die positiven und negativen* Rich- 
tungen derselben bei, so muss auch für das neue System die 
Gleichung der Curve die Gestalt haben 

2a\2Et) + 2a 13^ + 2o:,^i + a\, = 0, *) 

oder 2 Ai^ fti + 2 -^ 5 + 2 A^ E + 1 = 0. **) 

^38 ^83 ^88 

Man hat dann analog dem Iten, 3ten, 4ten Werth in f), 

SP=-^, SO = -H^,SQ=~^^, tt) 



Q 



' 33 



wobei, wie in f) die Quotienten rechts von den Gleichheits- 
zeichen sowohl die absolute Länge als das Vorzeichen der 
Strecken angeben. Nun ist, wenn der Einfachheit wegen der 
Fall der Ellipse zu Grunde gelegt wird, an absolutem Werth 
SP= OS—OP] also da in ff) SP einen negativen Werth 
bezeichnet, während OS und OP in f) positiv sein müssen, 

Q'i2 ^^ __ 2O23 , 012 

0'l3 O33 Ol 3 

Ferner ist an absolutem Werth SO in ff) gleich OS in f), 
da aber ersterer negativ, letzterer positiv ist, hat man 

33 Ö33 

Endlich ist an absolutem Werthe SQ gleich OR-^ und da 
beide in ff) und in f) das gleiche Zeichen haben, 

_ ^^^3 ^ 20^3 

Man hat also die drei Gleichungen 

O'ia __ o Q23 [ O12 0'28 __ O23 0'l8 __ 0l3 

0'i3 Ö38 «18 ' 0'33 «83 ' O'gg Qjg 

Die erste derselben lässt sich schreiben 
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0«, 



oder, der dritten Gleichung zufolge 



Q12 









Ö13 












Ö33 






woraus folgt 
Man hat also 




0'l2 
O33 


= 


— 




= — 


20,3 023- 


0,, 

1 


Ö33 



Ql3 

033 

2 0,3 023 — 012 033 



werden diese Werthe in die Gleichung **) eingesetzt, und 
wird dieselbe dann auf die Form *) gebracht, so lautet sie 

— 2 (2ai3a,3 — a^2^.,^)it) + 2ai3a33t| — 2a23a33E + 033^ = 0. 
Durch dieselbe Betrachtung mit Berücksichtigung der Vor- 
zeichen ergiebt sich diese Gleichung auch bei der Hyperbel. 
Wie daher, bei Voraussetzung der Gleichung 2a^2l^^^^is^ 

+ 2a23E + 033 == 0, OL = ^ war, muss jetzt sein 

O23 

ßj^ ^_ —(20,3023 — 012033) 

— O23 O33 

oder SK=- JJ-iAJ^AJ T^i^Qs« . 

O28O33 
Haben nun OL und 8K verschiedene Zeichen, so ist die 
Curve eine Hyperbel, haben sie gleiche, eine Ellipse. Es 
kommt daher darauf an, ob — -^ und — 2013023-012033 



0*23 O23 O33 

oder, ob a,, und ^"■»'^»-".'"»^ , 

O33 

oder .ob 0^2033 und 2ai3a23 — ai2a33 

gleiche oder verschiedene Vorzeichen haben. Nach Art. 12, Ab) 

ist aber für a^^ = a22 == die Discriminante 

2t = 012(2 ai3a23 — ai2Ö33) 

also 2 ai3 a23 — ai2 ^33 = -— • 

Es fragt sich also, ob 0^2033 und 

Ol 2 
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gleiche oder verschiedene Vorzeichen besitzen ^ oder ob, da 
— — dasselbe Vorzeichen hat wie a^^^ ob 

Ö12Ö33 ™d Ö12SI 
oder endlich ob a^ und % 

gleiche oder verschiedene Vorzeichen haben. Man sieht daher 
auch hier wieder: Die Curve ist eine Hyperbel, wenn 

O335KO 

ist, eine Ellipse, wenn (i3s^>0 

ist, wobei die Bedingungen 

3lii<0, ^<0 

wegen a^ =0, Ogg = von selbst erfüllt sind; sie ist eine 

Parabel, wenn ^ f. 

"33 — ^ 

ist. Dabei hat man bei der Hyperbel offenbar nur die Fälle 
1.&, l.c, l.rf, 2.6. Letzterer insbesondere, also die Mittel- 
punktsgleichung der gleichseitigen Hyperbel für Linien-Coordi- 
naten, und die Asymptoten als Axen tritt ein, wenn 0^3 = 0, 
0,3 = 0, also 3(^^ _ Q^ 51^^ _ 

ist. 

Ist n. ^33 = 0, %s = o, 

und zwar 1. «n ^ 0, «32 -^ 0, a^i ^0, 022 ^ 0, 
also auch, da ^33 = 0, 9I33 = sein soll, 

«12 ^ 0, Qig ^ 0, 

so kann keine der beiden Partial-Determiuanten ^23 = ^21^31 — 
^23 ^lu ^31 = ^32^12 — ^31^2 ^uU sciu. Dcnu aus ^33 = 0, 
oder «11022 — «12^ = folgt «u = -^^— , also ist 

-^23 ^^ ^21^31 ^23 • ~2 ^^ ~^~ \^31^22 %2^12y) 

«22 "22 

— ^*2 A 

»22 

Wäre also ^23 Null, so müsste, da a^^ ^ 0, «22 ^ ist, auch 
J.gi Null sein, was unmöglich ist, da dann nach Art. 12, 6a) 
die Discriminante A Null sein würde. Es kann also keine 
der Partial-Determinanten J.23, ^31, Sl23» ^31 Null sein. Es 
gehen nun, wenn -4.33 = ist, die Gleichungen la), 2a), 16), 
2h) über in 
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y = -~- [—«12^; — 0,3 + V^A^x — A^], 15a) 

* ^ "^ ' [~ "«^ ~ "*» i y ^^312/ — ^u ]; 16«) 
9 = -hJ- • [- fli.E - »13 + V2%,T^^~], 156) 

E =^ • [-a.29 - % + >^2i;;9~C7]- 166) 

Bei Punkt-Coordinaten sieht man nun sogleich, dass die Curve 
eine Parabel sein muss, denn nach 15a) erhält man, je nach- 
dem A2S positiv oder negativ ist, für y zwei reelle Werthe 
von a; = -j- 00 oder x = — 00 bis zu dem Werthe, wo der 
Badicand Null wird, also bis 

für welchen Werth man nur 1 y erhält. Ebenso sieht man 
aus 16a), dass man für x reelle Werthe erhält von y = -^ 00 
oder ^ == — 00 bis ^ 

für welchen Werth nur 1 x existirt. Da man nun für o; = 00 
auch y == 00 erhält, und umgekehrt, und die Curve also mit 
einem Aste in das Unendliche geht, kann sie nur eine Parabel 
sein. Bei Linien -Coordinaten erkennt man sogleich daraus, 
dass für j = 00 auch ^ = 00 ist, und umgekehrt, und dass 
es nach 156), 166) reelle Werthe von f giebt, für welche 5, 
und reelle Werthe von ^, für welche j imaginär wird, dass 
man den Fall II. 2 hat. Haben nun j', j", t)\ 5" dieselbe Be- 
deutung wie in 36), 46), so sieht man, dass bei der Hyperbel 
beide Paare y , j", t)\ \)\ oder nur ein Paar imaginär oder reell 
sein kann, dass aber, wenn sie reell sind, j' und j", tf und 5" 
gleiche Vorzeichen haben müssen, dass bei der Ellipse beide 
Paare, j', j" t)\ 5" reell und verschiedenen Zeichens, und dass 
endlich bei der Parabel einer der beiden Werthe j', j", und 
zugleich einer der beiden Werthe 5', ^" Null sein muss. Soll 
also die Curve eine Hyperbel sein, so muss CL^sdn > 0, 022033 > 
sein, es müssen also 011,022,033 gleiches Zeichen haben, und 
daher ebenfalls OnSl, 02^21, O332I gleiches Zeichen haben. 
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Nun ist, da %^ = ist, nach Art. 12, 106) a^Sl und 022^1 
negativ, also muss auch sein 

Zugleich bemerkt man, dass hier bei der Hyperbel alle Fälle 
von l.a bis 3.e eintreten können. Soll die Curve eine Ellipse 
sein, so muss offenbar ds^dn < 0, ü^^d^^ <0 sein. Da nun 
Oll und 022 wegen der Bedingung Stsa = ein Ogg — Cli2^ «= 0, 
gleiches Zeichen besitzen müssen, so muss 033 das entgegen- 
gesetzte haben, es muss also, da a^St und 022 51 negativ sind, 
sein 03321 >0, 

wobei die Bedingungen 31^ < 0, SI22 < 0, 
wegen 033011, <0, 022Cl33<0 von selbst erfüllt sind. End- 
lich ist die Curve eine Parabel, wenn 

033 = 
ist. 

Ist 2. «11 ^ 0, «22 = 0, Oll ^ 0, O22 = 0, 
also, da ^33 = 0, 2I33 = sein soll, auch 

«12 = 0, O12 = 0, 
so sind 16a) und 166) nicht mehr anzuwenden, da sie Null 
im Nenner hätten, vielmehr muss man dann wieder auf die 
ursprünglichen Gleichungen F(x^y) = 0, g (m) '= zurück-' 
gehen. Setzt man in diesen und in 15a), 156) «12 = «22 = 0, 
0^2 =« O22 = 0, so hat man 

^ "" "^ ["" ^13 ± ]/— 2aiia23^ — ^22]» 17a) 

X— —^ , l«a) 

9 = -^ [- Oi3 + y-2aii023E-2l22], Hi) 

S-— - 20,3 ' ^^^^ 

Bei Punkt-Coordinaten überzeugt man sich sogleich, dass die 
Curve, da sie mit einem Aste in das Unendliche verläuft, 
eine Parabel sein muss. Bei Linien-Coordinaten ersieht man 
sogleich aus 176), dass es reelle Werthe von j giebt, zu 
welchen kein reelles t) existirt, und aus 186), dass zu jedem 
reellen t) ein, aber nur 1 reelles j existirt; ferner ersieht 
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man aus 176), 186), dass für j = cx> auch ^«=00, und für 
5 = 00 auch E = 00 wird. Man hat also den Fall II. 1.6, 
Nun bleiben die Gleichungen 5) unverändert, an die Stelle 
von 6) tritt aber die aus 186) f ür ^ = folgende 

Es giebt daher nur eine einzige zur Ordinaten-Axe parallele 
Tangente. Ferner überzeugt man sich leicht, dass, wenn die 
Curve eine Hyperbel sein soll, t)\ 5" imaginär oder reell, im 
letzteren Falle aber gleichbezeichnet sein müssen, dass, wenn 
sie eine Ellipse sein soll, t)\ t)" reell und verschieden be- 
zeichnet sein müssen, dass endlich, wenn sie eine Parabel 
sein soll, j', und eine der beiden Grössen t)\ ^" oder beide 
Null sein müssen. Die Curve ist daher offenbar eine Hyper- 
bel, wenn a33aii>0 ist, wenn also Ogg und a^, und also 
auch OggSl und a^Ä gleiches Vorzeichen haben. Nun ist 
nach Art. 12, 106) wegen SI33 = 0, a^Sl < 0, also muss dann 

Dabei können nur die Fälle l.a, 1.6, l.c, 2.a, 3.« statt- 
finden. Die Curve ist eine Ellipse, wenn agja^ < ist, wenn 

•^'^ 033« >0 

ist, womit zugleich die Bedingung 

erfüllt ist, während aus 032 = die andere Bedingung 

Slu<0 
folgt Die Curve ist endlich eine Parabel, wenn 

a„ — 



isi 




Ist 3. «a = 0, 0,8 ^0, Oa = 0, Om ^0, 




also auch Ojg = 0, Oig «= 0, 




80 treten an die Stelle von 15a) bis 166) folgende: 




«»»«' + 2 0,30; + 0,3 
y- 2«,3 

•| p —1 


20o) 


'^— a,,l «»« ± V 2aijas«y — Ä^^ J; 


21a) 


Wbibsxnbobk, anal. Geometrie. 4 
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y = _i^ill±*-i^»L±J^, 206) 

J = -;^ [- 0« ± V-2aaa„n -«„]• 216) 

Bei Pnnkt-Coordiiiaten fiberzeugt man sich sogleich, dass 
die Gleichung eine Parabel darstellt Bei Linien-Coordinaten 
erkennt man daraus, dass für { = oo auch 1f = (x>, und um- 
gekehrt^ ist, und dass es zu jedem reellen £ ein, aber nur 1 reelles 
9, aber nicht zu jedem reellen tf ein reelles £ giebi^ dass man 
den Fall II. l.a hat Die Gleichungen 6) bleiben bestehen, 
an die SteUe von 5) aber tritt die aus 206) für £ = fol- 

gende >>' = - T^" ^2) 

Soll die Curve eine Hyperbel sein, so müssen £', i" ims^inär 
oder reeU, im letzteren Falle aber gleich bezeichnet sein, soll 
sie eine Ellipse sein, so müssen sie reell und yerschiedenen 
Zeichens sein. Wie früher, so sieht man auch jetzt, dass 
man eine Hyperbel hat, wenn 

a„«<0 
ist Dabei können die Fälle l.c^ l.d, l.e, 2.c, 3.c stattfinden. 
Soll die Curve eine Ellipse sein, so muss sein 

a„«>0. 
Die Bedingungen Äu < 0, «j, < 

sind dann zugleich mit erfüllt Soll die Curve eine Parabel 
sein, so muss sein q 

Ist HL ^„ > 0, «33 > 0, 

so kann keine der Grossen Oji, a^, a^, a^i Null sein, femer 
müssen stets a^^ und a^, a^^ und Q^ gleiches Vorzeichen 
haben. Hier bleiben nun wieder die Gleichungen la)— 46) 
in Kraft Da jedoch hier A^ > ist, so überzeugt man sich 
sogleich, dass x, y, 5, ^ nur innerhalb des Intervalls bezüglich 
x^ bis x^y y^ bis y^, j^ bis jj, ^^ bis ^^ reelle Werthe haben 
können. 

Ist nun 

«) a^^A<0, also aucho^^^ <0, Qn*[ <0; also auch o^g« <0, 
so sind die Werthe x^y x^, y^, y„ y^, j^, ^^ ^ reell. Es giebt 
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daher innerhalb dieses beschränkten Intervalls zu jedem reellen 
X zwei reelle y, und umgekehrt, an den Grenzen nur ein y 
oder ein x\ und für jedes reelle je zwei reelle 5, und umge- 
kehrt, an den Grenzen nur ein \) oder ein j. Bei Punkt- 
Coordinaten ist daher sofort ersichtlich, dass die Curve eine 
geschlossene, also eine Ellipse sein muss. Bei Linien-Coordi- 
naten erkennt man, da \) für j = 00, und j f ür ^ = 00 ima- 
ginär wird, und, da zu jedem j zwei 5, und umgekehrt, ge- 
hören, den Fall I. Zugleich erkennt man sofort, dass die 
Curve eine Hyperbel sein muss, wenn entweder beide Paare, 
oder ein Paar der Werthe j', j", 5', 5" in 5) und 6) imagi- 
när, oder reell sind, dass aber im letzteren Falle j' und j", 
Xf und 5" gleich bezeichnet sein müssen; dass ferner die Curve 
eine Ellipse sein muss, wenn beide Paare, j', j", ^', 5" reell, 
und e' und j", 5' und 5" verschieden bezeichnet sind; dass 
die Curve eine Parabel sein muss, wenn wenigstens einer der 
beiden AVerthe j', j", und einer der beiden Werthe 5', 5" 
Null ist. Wie man sieht, ist die Curve eine Hyperbel, wenn 
^33^11 > ö> O22a83>0, wenn also, da 0^, 022 gleiches Vor- 
zeichen haben, a^, 022, Ogg, und mithin auch a^Sl, ^^%y a^j^ 
gleiches Zeichen haben. Sie ist daher, da der Voraussetzung 31) 
nach aii8l<0, 02281 <0 ist, eine Hyperbel, wenn 

a33Sl<0 
ist. Sie ist ferner eine Ellipse, wenn aggan <0, 022033 <0 
ist, wenn also ^ 91 k:' 

ist, womit die Bedingungen 

2lii<0, 8l22<0 
zugleich erfüllt sind. Die Curve ist endlich eine Parabel, 
wenn 033 = 

ist. Bei der Hyperbel hat man wieder sämmtliche Fälle von 
l.a bis 3.e 

Ist endlich 
39) «11 -4 > 0, also auch «22 -^ > 0, a^ ^ > 0, also auch 032 91 > 0, 
so sind die Werthe x^^x^^y^.y^, Ei; E2; 9i? ^2 ^^^ 3a) — 46) 
sämmtlich imaginär. Bei Punkt Coordinaten, wie bei Linien- 
Coordinaten überzeugt man sich daher, dass man etwas Ima- 
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ginäres erhält. Bei letzteren lässt sich diese Bedingung noch 
anders ausdrücken: Soll nämlich aii9l>0, a^^%>0 sein, so 
muss, da Slgg > vorausgesetzt ist, nach Art 12, lOfe) auch 
^11 > 0; %i>0 sein. Dies ist aber nur dann möglich, wenn 
a^i und Ogg, 022 ^^^^ ^83 gleiches Zeichen haben, und da nun 
aiiÄ>0, 022^ >0 sein sollten, muss auch ag85l>0 sein. 
Umgekehrt müssen, wenn ajg^l > 0, 8122 = ^ss^ii — ^ai* > ^f 
%^^ = «22 038 — 023^ > ist, auch die Bedingungen %^ = 
<liiÖ22 — 012^ > 0, au 91 > 0, ^2^1 >0 erfüllt sein. Denn soll 

^83^11 — ^U > 0, 022088 — 028* > SCiu, SO mÜSSCU 083, 0^, 

088, O22 gleiches Zeichen besitzen. Ist also 03391 > 0, so muss 
auch Oll 91 > 0, Ö22 91 > sein. Soll dies aber stattfinden, so 
muss nach Art. 12, 106) auch 9I33 und 9(ii,' sowie 9I33 und 
9I22 gleiches Zeichen haben. Da nun 9lii > 0, 9I22 > ö, muss 
auch 9I33 > sein. Man kann daher die Bedingung, dass 
die Gleichung in Linien-Ooordinaten ^ (j, ^) = etwas Ima- 
ginäres bezeichnet, analog dem Uebrigen so ausdrücken: Es 
findet dieses statt, wenn 

03391 > 0, und zugleich 9lii > 0, 9I22 > 
ist. 

Es mögen dieser allgemeinen Classification der Curven 
2ten Grades noch die Bedingungen beigefügt werden, unter 
welchen die Gleichungen F (x, y) = 0, ^ (j, 5) = einen 
Kreis darstellen. Bei Punkt-Goordinaten ist sofort ersichtlich, 
dass, ausser den Bedingungen für das Bestehen einer Ellipse, 
noch, je nach der Lage des Axen- Systems, die Summe der 
absoluten Werthe von x^jX2 in 3 a) gleich der Summe oder 
der Differenz der absoluten Werthe von t/^, y^ in 4a), oder 
die Summe der absoluten Werthe von y^y y^ gleich der Summe 
oder der Differenz der absoluten Werthe von x^, x^, oder end- 
lich die Differenz der absoluten Werthe von x^, x^ gleich der 
Differenz dßr absoluten Werthe von y^, y^ sein muss. Alle 
diese Fälle kommen dahin überein, dass die Differenz der in 
3a) aufgestellten algebraischen Werthe von x^, x^ gleich sein 
muss der Differenz der in 4a) gegebenen algebraischen Werthe 
von t/i, 2/2. Es muss also 

«11 =«22 



Digitized by 



Google 



Art. 14. 15.] —Os- 

sein. Bei Linien-Coordinaten sieht maii sofort, dass ein Glei- 
ches^ wie soeben von x^, x^, y^, y^ jetzt von den reciproken 
Werthen der in 5) und 6) aufgestellten Werthe von j', j", 
t(j tj" gelten muss. Es muss daher 

sein, während natürlich die übrigen für das Bestehen einer 
Ellipse nothwendigen Erfordernisse zugleich mit erfüllt sein 
müssen. 

üeberblickt man die bisherige Betrachtung, so erkennt 
man, dass bei Punkt-Coordinaten der Werth von «nOga — o,-^^ 
oder von A^^ die Natur der Curve bestimmt, dass aber aus 
demselben über die Lage des Anfangs-Punktes, sowie darüber, 
ob die Coordinaten-Axen die Curve berühren, nichts geschlossen 
werden kann, ifierüber erhält man, wie man sich sogleich 
überzeugt, erst durch die Werthe Aufschluss, welche y für 
a; = 0, und x für y = annimmt, also durch die in 5) 
und 6) aufgestellten Werthe 



y' = ^^^«+>^-^ ; /' = -«18-I/-A2 ; 20) 



«22 «aa ^ 

Es sind also in Bezug auf diese Frage die Werthe von A^^, 
A22 massgebend. Dagegen bestimmt bei Linien-Coordinaten 
die Partial-Determinante §{33 nur dife Lage des Coordinaten- 
Systems, die Natur der Curve aber wird wesentlich durch 
den Werth von OggSl bedingt. 

15. Fasst man die Resultate von Art. 13 und 14 zu- 
sammen, und bedenkt, dass bei Linien-Coordinaten die Be- 
dingung ttgg = f ür das Bestehen einer Parabel auch durch 
Ö33?l ersetzt werden kann, wenn % nicht Null ist, so erhält 
man als geometrische Gebilde, welche dargestellt werden von 
der Gleichung 
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^33 <0, 


2 reelle, sich schneidende Gerade. 


Ä = 0, 




2 reelle, parallele Gerade. 

2 reelle, zusammenfallende Gerade. 


^ 


^83>0 


2 imi^näre, sich in einem reellen 
Punkte schneidende Gerade. 


iAs<0, 


eine Hyperbel. 


1 ^38 = 0, 


eine Parabel. 


^^0, Äs^>0,a,,A<0,a^A<0 


eine Ellipse. (Bei «u = a^ einen 




Kreis.) 


^83>0,au^>0,OM-4>0 


etwas Imaginäres. 



U- 5 fe 9) = «119* + ädijE^ + 20i3t) + a,,f^ 2 0^3? + 033 = 0; 



St = 0, 



«38 <0 



91, 



38' 



■0,9tn = 0,9(^ = 



8(«,>0 



2 reelle, verschiedene Punkte. 

2 reelle Punkte auf einer durch 
gehenden Geraden. 

2 reelle, zusammenfallende Punkte. 

2 imaginäre, auf einer reellen Ge- 
raden liegende Punkte. 



a^o, 



033 St < 

öss^l == 0, also 033 = 0, 
a38«>0,«ii<0,8(22<0 



eine Hyperbel. 

eine Parabel. 

eine Ellipse. (Bei Sl^i = 

Kreis), 
etwas Imaginäres. 



emen 



Ferner sieht man, Bezug nehmend auf die in Art. 14 aufge- 
stellten möglichen Lagen des Axen-Systeips zur Curve, und 
bei F(x,y) = auf Art. 14, 20), 21): Es findet statt je 
nachdem die Gleichung ist: 



Die Lage 


F(a;,y)==0 


gfe9) = o 


I. 


All < 0, ^22 < 


9lj3>0, Qu9l<0, a229l<0. 


II. \.a 


«13^0, 023 = 0, Os, = 


91,3 = 0, au = 0, 022^0. 


II. 1. 6 


«18 = 0, «23^0, «33 = 


«88 = 0, Ou^O, 022=0. 


n.2. 


«18^0, «23^0, «83 = 


«38 = 0, Ou^O, 022^0. 


III. 1. 


A, = 0, ^ = 


9t„ < 0, Oll = 0, 0,2 = 0. 
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Die Lage 

m. 2.« 

III. 2.6 




S fe 9) = 



111.5.6 
IIL 6. 



«33<0, an = 0, a22a>0. 

Sl33<0, 022 = 0, OiiSl>0. 

SI33 < 0, 01^022 > 0, an« < 0, a22Sl<0. 
SI33 < 0, 0^1022 <0, 0,,% < 0, 022« > 0. 
%B<0, aiia22<0, aiiSt>0, a22«<0. 

«83 < 0. QiiQ22>Q/ Qu« > 0^ <^2« > 0' 



16. Soll die Gleichung eines Kegelschnitts in Punkt- 
Coordinaten 

a^^y^ + 2ai2^y + ^(h^y + ^^ + ^<h9^ + «ss = 
auf ein anderes Coordinatcn-System transformirt werden, des- 
sen Axen denen des ursprünglichen parallel laufen, und dessen 
Anfangspunkt 0' bezogen auf das ursprüngliche die Abscisse 
m, die Ordinate w hat, so hat die neue Gleichung jedenfalls 
die Form 

«11^^ + 2a'i2^y + 2ai3y + «"22^'^ + 2a28a;' + a'gg = 0. 
Nun ist X = m "{- x'j y = n -{- y\ Substituirt man diese 
Werthe in die ursprüngliche Gleichung, so erhält man die 
gesuchte neue, und zwar erhält man als neue Coefficienten: 

»11 = «11? «12 = «12; «18 = «11^ + 0^12^ + «18; «22 = «22 

«23 = «12^ + «22*^ + «23; «38 = «11^^ + ^(^12^^. + 2013^ 

+ «22*^* + 2a^^m + agg. 
Man sieht daher, dass die neuen Coefßcienten a\^, a\^^ a^ 
dieselben sind, wie die ursprünglichen, oder, dass sich die 
ursprünglichen a^^, a^^, a^ durch 'die Transformation nicht 
ändern. Es bleibt daher auch der die Gestalt der Curve be- 
stimmende Ausdruck ^^1022 — cl^^ ungeändert, wie es sein 
muss, da die Natur der Curve nicht von der willkürlichen 
Wahl des Coordinatensystems abhängen . kann. Bezeichnet 
man die neue Discriminante und ihre Unter -Determinanten 
ebenso wie in der ursprünglichen, Art. 12, la) — 8a), und 
unterscheidet sie nur durch beigesetzte Striche, so überzeugt 
man sich leicht, dass man die Beziehungen erhält: 



la) 
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^«==^ — 2^,«i+^«i*, -l'„ = 4„--l„m l 2a) 

Wendet man zur Ermittelung der neuen Discriminante A' 
eine der Regeln Art 12, 4a) — 6a), z. B. 4a) an, nach welcher 

A' = A\ia\i + Ä^a\^ + ^'is« u 
ist, so ergiebt sich aus la) und 2d) 

Ä = Au Oll + ^ijOu + ^«Oi, — (^31 au + ^0,2 + ^33a,s) w, 
oder, da -l^au + A^a^ + ^«u = ist, 

A' = ^la^i + .li^ai, + As«i» 
also ^' = A. 3a) 

Es bleibt daher auch die Discriminante unverändert Elndlich 
findet sich aus la) und 3a) sogleich 

(^iiA' = Cji Aj d^A = a^A 4a) 

Es bleiben daher alle die Natur der Gurre bestimmenden 
Stucke unverändert. 

Soll die Gleichung eines Kegelschnitts in Linien-Coordina- 
*^ aii9' + 2o,,jlj + 2a„tj + a«j«+2a^j + 033 = 
auf ein anderes Coordinaten-System transformirt werden, des- 
sen Axen wieder den ursprünglichen parallel laufen, so hat 
man folgende üeberlegung: Die neue Abscissen-Axe schneide 
die ursprongliche Ofdinaten-Axe in jY, die neue Ordinaten- 
Axe schneide die ursprungliche Abscissen-Axe in JT, und es sei 

-Q-jjT = VXy -Qj^ = Tl. Eine Grerade schneide die ursprung- 
liche Abscissen- und Ordinaten-Axe bezüglich in SD?, 91, die 
neue Abscissen- und Ordinaten-Axe bezüglich in SK', 9i', so 
hat man die Proportionen 

om - OM: am' = ox + or .- a^t', 

03t - ON: aSSt' = 0M+ ffW : OW, 
oder, wenn man die neuen Coordinaten -q^ = f ', -^w" = 9' 



setzt 



1 1_ 1 _ J^ , 1 1^ 
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AUS diesen Gleichungen folgt: 

_ 51? .*•'♦ h ^^ 



16) 



26) 



Setzt man diese Werthe in die ursprüngliche Gleichung ein, 

so erhält man eine neue von der Form 
a'ii^'* + 2a',,E'9' + 2a'„^' + o',,?'* + 2a'„E' + a',, = 0, 

und zwar ergiebt sich 
<i u = (ölltt^+2al3n+a33)m^ a I2=(ai2tnn+ai3tt + a23ttt+a38)ttt«/ 
<i'i3 = («13^1 + a33)tti'«< ^'22 = (022 w' + 2a23m + a33)tt^ 

^'23 = (^3^ + <^33)^tt^/ ^'33 = 033 mV. 

Bezeichnet man auch hier die neue Discriminante und ihre 
Unter-Determinanten wie früher, nur durch Beisetzung eines 
Striches, so erhält man nach Art. 12, 16) — 86): 

5l'3s = (3l38ntV-2?l,8mn«-25li8m«n + 2^,mn + ^2ti* 

Es bleiben daher die, die Gestalt der Curve mit bestimmen- 
den, Vorzeichen von ^ny ^ unverändert. Ferner hat man 
nach 16), 26), und Art. 12, 46): 

oder, da der Coefficient von m^n^ gleich 21, der von tn^n Null 
ist. St' = 91 • m«n^ 36) 

Es hat also auch die neue Discriminante dasselbe Vorzeichen 
wie die ursprüngliche. Endlich folgt aus 16), 36): 

a'33Sl' = a33 2l.m«tt«. 
Es hat daher der Ausdruck a'jgSl' dasselbe Vorzeichen wie 
03331, wie es sein muss, da dieses die Gestalt der Curve wesent- 
lich bestimmt. 

17. Soll die Gleichung einer Linie 2ter Ordnung 

F (^; y) == «iiy^ + 2(h2^y + s^isy + ^^ + ^^»^ + »33 = o 1«) 

in eine Gleichung für Linien-Ooordinaten transformirt werden, 
so sucht man die Durchschnittspunkte einer Geraden 

mit der Curve. Mau erhält, je nachdem man aus letzterer 
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Gleichung y durch Xy oder x durch y ausdrückt, und die sich 
ergebenden Werthe 

y = i^. t) .=1^, tt) 

in F{x,y) = einsetzt, als Coordinaten des Durchschnitts- 
punktes, wenn man kurz setzt: 

—(oa, + 2a,3 j + 038 j«) (a,,^2-2ai, j^+fl4 1 j«) + (a,5j9-ai , j + a,sj:9 - Ol 3 j«)» == tOj 






2a) 



Es giebt demnach zwei Werthe für x und zwei Werthe für 
y. Soll nun die Gerade die Linie 2ter Ordnung berühren, 
so kann sie nur einen einzigen Punkt mit derselben gemein 
haben, es müssen daher die Ausdrücke unter dem Wurzel- 
zeichen Null sein. Setzt man daher den im Werthe von x und 
den im Werthe für y erscheinenden Wurzelausdruck gleich 
Null, so erhält man nach gehöriger Vereinfachung, und indem 
man den sich herausstellenden Factor, bezüglich ^^ und j*, 
hinwegdividirt, in beiden Fällen die Gleichung 

(«22«83 - ^2%W + 2(ai3«5J8 — «120^83)? 5 - K^^2<^12 " f^ZX^ii) 91 ß^N 

oder, wie man aus Art. 12, 7a), 8a) sogleich sieht, 
^,,l)« + 2^i2E9~2^i39 + ^aE'-2^3E + ^38 = 0. 4a) 
Soll die Gleichung einer Linie 2ter Klasse 
i5fe9) = M'+2ai2E9 + 2ai39-fa22E'+2a23E + a33 = 1&) 
in eine Gleichung für Punkt-Coordinaten transformirt werden, 
so sucht man, wenn 

y^-fiCS — l =0 
die Gleichung eines Punktes, d. h. also eigentlich eines Strahl- 
büschels ist, die Coordinaten j, ^ desjenigen Strahles, welcher 
die Curve berührt. Diese müssen auch die Gleichung 5 fe 9) = 
erfüllen. Man erhält, indem man aus j/^ + a^J — 1 = 
tj durch £, oder £ durch ^ ausdrückt, und die sich ergebenden 
Werthe ^ = i^, f) 5 = ^, tt) 



Digiti 



zedby Google 



Art. 17.] — 59 — 

in 5 (e, 5) = einsetzt, als Coordinaten der Berührungsge- 
raden für 



26) 



'>^ 



a,ia;*— 2ai,a;i/ + 0223/* 

Es giebt demnach zwei Werthe für j und t). Soll nun der 
durch die Gleichung y^ + ^J — 1 = bezeichnete Punkt auf 
der Curve selbst liegen, so kann sich von ihm aus nur eine 
einzige Tangente an dieselbe ziehen lassen; es müssen daher 
die Ausdrücke unter dem Wurzelzeichen Null sein. Setzt 
man dieselben gleich Null, und hebt bezüglich mit y^,oi^, so 
erhält man 

(0220s3—Ö23V+2(ai3a28-ai2a33>y—2(a32ai2 — 031022)^1 
+ (033O11 — Ö31 V — 2 (Osiagi— a23aa> + (a,,a^^ -Oig^) « 
oder, nach Art. 12, 7&), 8&) 

«iiy' + 2Sr,2^y-2Sti3y + Sl22^2- 23123^ + 2(33 = 0. 4&) 
Es ist daher 3a) oder 4a) iu Linien-Coordinaten die Gleichung 
derjenigen Curve, welche in Punkt- Coordinaten durch la) 
ausgedrückt wird, und 36) oder 46) ist in Punkt-Coordinaten 
die Gleichung derjenigen Curve, welche in Linien-Coordinaten 
durch 16) ausgedrückt wird. Nun bezeichnet aber 3a) oder 
4a) eine Linie 2ter Klasse, 36) oder 46) eine Linie 2ter Ord- 
nung. Man sieht daher: Eine Linie 2ter Ordnung ist zugleich 
eine Linie 2ter Klasse, und eine Linie 2ter Klasse ist zugleich 
eine Linie 2ter Ordnung (vergl. Art. 10). Wie man sieht, 
werden die Coöfficienten der transformirten Gleichungen 4a), 
46) von den Partial-Determinanten der Discriminante der Glei- 
chungen la), 16) gebildet. 

Transformirt man die Gleichung 4a) in Linien-Coordi- 
naten nach der Regel 36) auf Punkt-Coordinaten, und die 
Gleichung 46) in Punkt-Coordinaten nach 4a) auf Linien- 
Coordinaten zurück, so erhält man bezüglich 

(A2^88~^sV+2(^13-43-^12-433>y+2(A2^12-^1^2)y 
+ (^^U-4»xV+2(^1^3l-A»Al>+(^uA2"-A8')=*0, 
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oder nach Art. 12, 10a), 106) 

a^tÄf + 2ai^Äxy + 2ai^Ay + a^^Äa^ + 2a^^Ax + «33^ = 0, 

oder Äla^y + 2ai2^y + 2013^ + a^^^^ + 20^3^; + «33] = 0, 
2l[au9' + 2ai,E9 + 2ai39 + o^aE' +20^3? + 033]= 0. 

Offenbar müsste man durch dieses Rückwärts-Transformiren 
die ursprünglichen Gleichungen la), 16) wieder erhalten. 
Wie man sieht, erhält man aber die linke Seite dieser Glei- 
chungen zwar wieder, aber noch multiplicirt mit der Discri- 
minante der ursprünglichen Gleichung. Ist diese nun von 
Null verschieden, so muss der Ausdruck in Parenthese Null 
sein, und man hat in der That die Gleichungen la), 16) 
wieder; ist aber die Discriminante selbst Null, so erhält man 
das nichts sagende Resultat = 0. Man sieht daher: 

Eine Gleichung la) in Punkt-Coordinaten, und eine Glei- 
chung in Linien- Coordinaten 16), lässt sich in eine solche 
Gleichung für bezüglich Linien- und Punkt-Coordinaten trans- 
foimiren, dass beim Rückwärts-Transformiren die ursprüng- 
liche Gleichung wieder erscheint; jedoch nur dann, wenn die 
Discriminante der ursprünglichen Gleichung von Null ver- 
schieden ist. 

Sind aber die Discriminanten von la), 16) von Null ver- 
schieden, stellen also diese Gleichungen in der That Kegel- 
schnitte, und nicht Gerade und Punkte dar, so müssen die 
für Punkt-Coordinaten in Art. 15 gegebenen Bedingungen, 
dass la) den einen oder anderen Kegelschnitt bezeichnet, mit 
den für Linien- Coordinaten in Art. 15 aufgestellten Be- 
dingungen, wenn man dieselben auf 4a) anwendet, überein- 
stimmen; und ebenso müssen die für Linien-Coordinaten gel- 
tenden Bedingungen, dass 16) den einen oder anderen Kegel- 
schnitt darstellt, mit den für Punkt-Coordinaten geltenden, 
wenn man sie auf 46) anwendet, übereinstimmen. Dies ist 
nun in der That der Fall. Heisst nämlich die Discriminante 
von 4a) Sl', die von 46) A\ so ist nach Art. 12, 66), indem 
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man a^ = A^^, a^^ = ^127 öis = -^13» ^22 = -^22; ^25 «= — -^23, 
cigg = ^33 setzt, 

31' = — (— -^3-^12+-^18-^2)-^13~(~-^12 A3+-^3-^ll)-^34"(-^U-^2~"-^12 MsS 
= (-^12-^23 -^31-^22) -^13 I (-^31-^21 -^32-^11) -^23 + (-^11-^2 -^12 )^33 

oder nach Art. 12, 10a) 

= ^(-^13 «13 + -^3^3 1 -^33^3)* 

oder also %' = A^] 5a) 

ebenso erhält man Ä = %^. 5b) 

Bezeichnet man femer die Partial-Determinanten in 4a), 46) 
mit Sl'n; Sl'22 ötc, A\ij Ä22 etc., so hat man offenbar 
u 11 = -d.22-a.33 -^23 , *l 22 '^^ -^33-^11 A^i , -Ä 33 = A11A22 A12 f I 

?l 12 = -^13 A^3 A12 -^33, "Ä 23 = (-0-21 -^gi ^3 -4.^), I Oa) 

*'' 31 = (-^82 A12 -^31 -^22) 5 ) 

oder, nach Art. 12, 10a), 10&): 

St'i2 = «12^; "^'ia = — «28,-^, ^'31 = — %-4; I 

^'11 = flu 31, ^'22 = «22^, ^'33 = 03,31, \ . 

Ä\, = a^,«, ^',3 = - 0,3«, ^'31 = - 03,31. 1 '''^ 

Bezeichnet man endlich in den Gleichungen 4a), 41) 

All == Cl 11, -4i2 = Ö 12? -^13 = Ö 13? -^22 "^^ Ö 22? — -^23 "^^^ 23> -^83 ^^ ^ 33» "^) 

^ll=«n» ^l2=Ö^'l2? — Sli3 = ai3, Sl22=«'22» " 8l23=ö^'23; ^28 = «'38; 86) 

SO sieht man Folgendes: Nach Art. 15, La. bezeichnet la) 
eine Hyperbel, Parabel, Ellipse, etwas Imaginäres, je uach- 

dem ^[33 ^ 0. Soll aber J.33 = sein, so muss auch 
^33« J[^= sein, oder nach 5a), 8a), es muss sein a'gjSl' = 0. 
Ferner unterscheiden sich Ellipse und Fall des Imaginären 
dadurch, dass anA, agg-i^O ist; nach 7a) aber heisst dies 
«'11 ^0; «'22^0. Die Bedingungen a'33r^0, «n^O, 
^'22 ^ aber sind nach Art. 15, I. 6 die Kriterien für die 
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Gestalt des Kegelschnittes bei Linien-Coordinaten. Umgekehrt 
drückt die Gleichung 4a) den einen oder anderen Kegelschnitt 

aus, nach Art. 15, LJ, je nachdem a'jgSl' ^0, oder, nach 
ba)j je nachdem Qi^^Ä^ ^ 0, oder also, je nachdem a'33 ^ 
ist. Nach 8 a) aber ist a'33 == -^33; also lautet diese Be- 
dingung auch: A^^ = 0. Femer kommt nach I. 6. noch in 
Betracht, ob Sl'^i ^ 0, %'^ ^ ist, d. h. nach 7a), ob a^^A ^ 0, 
agg J[ ^ ist. Die Bedingungen ^33 ^ 0, a^^A ^ 0, a^^^'^ 

aber sind die Kriterien für die Gestalt des Kegelschnittes la). 
Es befinden sich daher la) und 4a) in völliger Uebereinstim- 
mung. Ebenso lauten nach Art. 15, I. h die Bedingungen 
für die Existenz des einen oder anderen Kegelschnittes bei 

der Gleichung \b) a^% ^ 0; Sl^ ^ 0, Slgg^O; oder, nach 76), 
86), ^'33 = 0, a\i ^ 0, a'22 ^ 0. Die letzteren beiden Be- 
dingungen sind aber auch erfüllt, wenn a\^^ ^ 0, a\^%^ ^ 
ist, d. h. nach 56), wenn a\^Ä'^0, a\^Ä^O. Es sind 
also die Bedingungen 03381 ^ 0, St^ ^0, SI22 ^ in 16) iden- 
tisch mit den Bedingungen '^.'33 ^ 0, a\y^Ä ^ 0, a\^Ä ^ Ü 

in 46), welche mit den in Art. 15, 1. a aufgestellten überein- 
kommen. Endlich liegt umgekehrt das Kriterium für die Ge- 
stalt des durch 46) dargestelken Kegelschnittes darin, dass 

^['33 = 0, a\^Ä^O, a\^Ä ^0 ist. Nach 76) ist aber 
^.'33 = 03381, also lautet die Bedingung Ä^ = auch 0338! = 0. 
Ferner lauten naöh 76) die beiden letzten üngleichimgen: 
8lu^' ^ 0, 81^2^' ^ 0, oder, nach 56). %Ji? § 0, ^^'ä^ ^ 0, 
welche sich auf %^^ ^ 0, 8I22 ^ reduciren. Es stimmen 
also die Bedingungen für 46) und 16) auch überein. Man 
sieht also: Die Gleichungen la) und 4a), sowie 16) und 46) 
bezeichnen stets einen und denselben Kegelschnitt. 

18. Es seien x, y die Coordinaten eines Punktes P und 
durch ihn sei* eine Gerade r durch den Kegelschnitt F{Xj 3/) = 
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gezogen^ welche denselben in den Punkten 8^, /S, mit den 
Coordinaten a?i, j/^, x^, y^ schneide; gesucht sollen die Coordi- 
naten x, y des Punktes Q sein, welcher dem Punkte P har- 
monisch zugeordnet ist, so dass sich also verhält PS^iQS^ 
= PSg : Q82. Nach Art. 9, 1«) muss sich nun verhalten 
x^—x : X'-Xi = x^—x ; x^—X] y^—y : y—y^ = y^—y : y^— y; 
woraus folgt 

^ 2x,x^—(x,+x^)x ^ ^yiyi—{yi+y%)y 

(^i + ^2)-2^' ' ^ iy.+y,)-^y 

Sind nun j, ^ die Linien- Coordinaten der durch P,S^, Q}^^ 

gehenden Geraden, so muss nach Art. 17, 2a), wenn man die 

Badicanden in dieser Gleichung kurz mit w^^, w^ bezeichnet, sein 

2^1 a229*-2a,,ji) + a„j« ' 

,, _ «22^-«12g + q23£^-gl8£'+V^ . 

also vermöge der Werthe von w-^y w^ 

^ I ^ 9 <»llg — «12^ + «18?^ - «28^' 

^1 + a:^ - ^ . a,,j«-2a,,x9 + ««ij^ ' 

^ ^ _ «11 +2 018^ + 088^' ,, ,, _ q22+2aa8g + q88£' 
' '~ «iiX*-2a,,j:i) + a,,D«^ ^^i^^ - a,,^«- 2 a,, j^ + a,, j» 

Setzt man diese Werthe in die obigen Ausdrücke für x und 
y ein, so erhält man 

^^ (an + 2ai8 ^ + «88^') - («11 £ — «12^ + <»18£^ - <»28^') ^' 

(«iiJ — «12^ + 018?^ — «28^') — («11?* — 2ai2j^ + a2,^«)a;' ' 

(«22 4T2aa8£ + «83£*)-(q22^'-«12g + «28g^-' «18?')^ 

^ («22^ - «I2X + 028?^ — «18?') - («22 9' — 2«12X9 + «11 ?')/ 

« 

Entwickelt man aus jeder dieser beiden Gleichungen 
a^ j^ — 2ai2E9 + ^2 9^ ^^^ setzt beide so entstehenden Werthe 
einander gleich, so erhält man die Gleichimg: 
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Da nun sowohl P als Q auf der durch die Linien- Coordina- 
ten %y \) bestimmten Geraden liegen, müssen die Gleichungen 
gelten: t)y + E^' — 1 = und ^y + ja? — X = 0, oder 
W + E*^' ^^ 1; ^y + E^ = 1; aus welchen beiden folgt 

E — «v_^,/; 9 = — 



2/a; — ict/ 

Werden diese .Werthe in die letzte Gleichung eingesetzt, so 
nimmt sie nach gehöriger Umformung die Gestalt an: 
{yx-xy) (xy-xy) [{a^^y + a^^' + a^^yy + {a^^y + a^^'+a^^x 

oder also 

(«ny + «12^'+ «13> + («213/'+ «22^'+ «23> + («81^+ «32^'+ «Ss) 

= 0. la) 

Dies ist aber die Gleichung einer Geraden nach Art 3. Es 
liegen also, wenn man durch P oder x\ y beliebig viele Ge- 
rade zieht, und auf jeder den dem P zugeordneten harmoni- 
schen Punkt Q sucht, alle diese Punkte auf einer und der- 
selben Geraden p. Diese Gerade p heisst die Polare des 
Punktes P, und ihre Gleichung ist die in la) aufgestellte. 
Liegt P ausserhalb der Curve, so liegen die Berührungspunkte 
der von P an den Kegelschnitt gelegten Tangenten auf p, 
Ist nämlich B einer dieser Berührungspunkte, sind x\ y' 
seine Punkt-Coordinaten, und sind j', 9' die Linien-Coordina- 
ten der Tangente, auf welcher er sich befindet, so muss nach 
Art. 17, 2a) für x\ y" der Radicand in der dortigen Gleichung 
verschwinden, es muss also sein 

und da der Radicand sich annulliren muss, nach Art. 17, 4a) 
^„^'«+2^i,sY-2^,s^'+J[^E'«-2J^j^'+^,8 = 0. 3o) 
Setzt man nun die Werthe aus 2a) in der linken Seite der 
Gleichung la) für x^y ein, so erhält man: 

(«11^+ «12^'+ «13)y '+ (0^21 y + 0^22^'+ «23)^"+ (ö^Sl y'+ %2^'+ «83) = 
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Da nun aber die Tangente auch durch P gehen soll, muss 
9'/ + i^ — 1 = 0, also 

sein. Es lautet daher die letzte Gleichung: 
oder, nach 3a) 

(»ll2/'+ «12^'+ «IsV + («2iy'+«22^'+«28y + («8iy +ö^82^'+«3s) 

= 0. 
Es erfüllen also x ^ y" die Gleichung la) der Polaren |>; 
folglich liegt der Berührungspunkt J5 auf der Polaren p des 
Punktes P. 

Der Gleichung la) der Polaren lässt sich offenbar auch 
die Gestalt geben 

(»Uy+«12^ + ö^l3)y + («2iy + «22^ + «23)^'+KlJ/ + «32^ + «83) 

= 0. 

Man sieht daher sofort, dass die Coordiuaten j/', x des Punktes 
P die Gleichung der Polaren eines beliebigen Punktes x^ y 
der Polaren p erfüllen. Man erhält so den Satz: Ist j) die 
Polare eines Punktes P, so geht die Polare eines jeden Punktes 
von p durch P. 

Zieht man ferner durch P ausser der Geraden r, welche 
den Kegelschnitt in den Punkten S^y S^ schneidet, eine zweite 
Gerade /, welche denselben in 8\y 8\ trifft, verbindet man 
femer S^ und S\ durch eine Gerade m, welche die p in. P' 
trifft, und sucht die Polare von P', so muss dieselbe nach 
dem eben Bewiesenen auch durch P gehen. Zieht man nun 
die Gerade P'Ä'2 oder n, so muss dieselbe auch durch S^ 
gehen. Denn, verbindet man noch P' mit P durch eine 
Gerade l, so bilden, wenn der Durchschnittspunkt der von 
P nach S\ und 8\ gezogenen Linie mit p durch ^ bezeichnet 
wird, die Punkte P, S\, Q', S\ eine harmonische Punktreihe; 
folglich ist auch nach Art. 9 der Strahlbüschel P^lmpn 
harmonisch. Er muss daher, ebenfalls nach Art. 9, auch auf 
der Geraden r, welche 'die p in Q triflFt, eine harmonische 
Punktreihe erzeugen. Der dem Punkt S^ zugeordnete har- 

WniBBSiTBOBK, anal. Geometrie. 5 
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monische ist aber Äg; es muss daher der Strahl n oder PS '2 
durch S2 gehen. Man hat sonach den Satz: Zieht man durch 
einen Punkt P zwei Gerade r, /, welche durch ihre Durch- 
schnittspunkte S^f S2, S\, Ä'2 ein dem Kegelschnitt eingeschrie- 
nes Viereck bilden, so liegen die Durchschnittspunkte der 
Gegenseiten Sj^S\y /Sg/S'g, und ebenso von S^S'^, /S'^/Sg auf der 
Polaren p des Punktes P. 

Es sei ferner ein Kegelschnitt g (h ^) = 0, und eine 
durch die Linien -Coordinaten f', t)' bestimmte Gerade p ge- 
geben, von einem Punkte R der p zwei Tangenten s^ oder 
Ji, 9i ^^^ ^2 oder jg, ^g an den Kegelschnitt gelegt, und die 
Coordinaten f, t) eines vierten, durch denselben Punkt gehen- 
den Strahles q gesucht, welcher in dem so entstehenden 
Strahlbüschel dem Strahle^ harmonisch zugeordnet ist. Nach 
Art. 9 muss sich nun verhalten 

woraus folgt 

^ (£1+12) -25 ' ^ (^1 + ^2) -2^' 

Sind nun x,y die Punkt-Coordinaten des Scheitels des von 
Pj «i; Q, 5g gebildeten Strahlbüschels, so müssen nach Art. 17,26), 
wenn man die dortigen Radicanden mit tOi, tOg bezeichnet, 
die Gleichungen gelten: 



Ei = 



Q22y-~Qi2^ + Q28^3/ — <^8^'— V^tOa 
O222/*— 2aija;2/ + Oiiaj* ' 

^22/ — Qi2^ + 02s^y — Qi3^' + V^ . 
0222/^—2012^2/ -f Qua;* ' 



9i = 

^2 = 



Es ist also g, + g, = 2. ^--^-^-^ + ^-^_^-'g ^. 

ta I ö =9 Q22y-Oi2^ + Q28a?2/~ai3a?' . 
yi-rV2 ^- 0222/'-2ai2a;y + anaj' ' 

r r = Qu + 20183/ + Q88 2/' v, ^ _ ^^22 + 2 O28 ^ + ^83 ^' 
Werden diese Werthe in die obigen Ausdrücke für j, t) ein- 
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gesetzt, wird ferner aus jeder der beiden so entstehenden 
Gleichungen der Werth von a^^x^ — 2(x^^xy + 032^^ entwickelt, 
werden diese beiden Werthe einander gleich gesetzt, und in 
der so entstehenden Gleichung die Factoren X^i — E^'? E^ — S'^' 
abgesondert, so erhält man die Gleichung 

= 0. 16) 

Dies ist aber nach Art. 3 die Gleichung eines Punktes. Es 
gehen also, wenn man von irgend einem Punkte der Geraden 
P oder e', ^' Tangenten zieht, und in jedem so entstehenden 
Strahlbüschel den der Geraden p zugeordneten harmonischen 
Strahl q sucht, alle diese Strahlen durch einen und denselben 
Punkt P. Dieser Punkt heisst der Pol der Geraden p, und seine 
Gleichung ist die in 16) aufgestellte. Schneidet^ die Curve, so 
gehen die in den Durchschnittspunkten von p mit dem Kegel 
schnitt an diesen gelegten Tangenten durch P. Ist nämlich t 
eine dieser Tangenten, sind j", ^" ihre Linien-Coordinaten, und 
X, y die Punkt-Coordinaten ihres Berührungspunktes, so muss 
nach Art. 17, 26) für j", t)" der Radicand in der dortigen 
Gleichung sich annuUiren, es muss also sein 

und da der Radicand sich annullirt, muss sein nach Art. 17, 46) 
* StiiJ/' '+2Sl,2^y-2«,32/' + Sl22^''-2«,3^' + «33 ^ 0. 36) 
Setzt man die Werthe aus 26) in der linken Seite der Glei- 
chung 16) für E, ^ ein, so erhält man 
(ciii^'+ai2E'+<ii8)9''+(c^i9'+a22E'+023)E'+(a3i9'+a32E'+ 

Da nun aber der Berührungspunkt auch auf p liegen soll, 
muss y 9' + ic' e' — 1 = 0, also 

y 9' + ^V = 1 
sein. Es lautet daher die letzte Gleichung: 
(au9'+ai2E'+a,3)9''+(a2i5'+a22E+a23)r+(a3i9'+<i32E'+a33)« 

Qnic'*— 2aisja;y + a22 2/'' ' 







« 
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oder nach 36) 

(Clll^'+ ÖigS'-f- Öis)^ + (02l9'+ 022?'+ 023)?"+ (03l9'+ ^82?'+ ^ss) 

= 0. 

Es erfüllen also f", 9" die Gleichung des Poles P, folglich 
geht die Berührungslinie t durch den Pol P der Geraden p] 
und ebenso die Tangente im zweiten Durchschnittspunkte 
von p mit dem Kegelschnitt. 

Die Gleichung 16) des Poles lässt sich nun auch in 
folgender Form schreiben: 

(ciii^ + öiaE + cii3)9'+(a2i9+a22E+a,3) s'+Casi^+OsaE+ass) = 0. 
Man sieht daher sogleich, dass die Coordinaten ^', j' der 
Geraden p die Gleichung des Pols eines beliebigen Strahles 
E, t) des Poles P erfüllen, und erhält so den Satz: Ist P der 
Pol einer Geraden p, so liegt der Pol eines jeden durch P 
gehenden Strahles auf p. 

Zieht man ausser demjenigen Punkte R der p, von 
welchem die Tangenten s^, $2 ausgehen, noch von einem zwei- 
ten Punkte R der p die Tangenten s\, s\, und verbindet den 
Durchschnittspunkt M der Strahlen s^, s\ mit P durch die 
Gerade p, so muss nach dem eben Bewiesenen der Pol von 
p auf p liegen. Heisst nun der Durchschnittspunkt von s^ 
und p N, so muss derselbe auch auf §2 liegen, Denn, schnei- 
det die Gerade p die p in i, und nennt man die von P nach 
R gezogene Gerade q\ so bilden p, s\, q, s'g einen harmoni- 
schen Strahlbüschel, folglich bilden nach Art. 9 die auf p' 
liegenden Punkte L, M, P, N eine harmonische Punktreihe, 
und daher müssen, ebenfalls nach Art. 9, in dem Strahl- 
büschel jR die durch L, M, P, N gehenden Strahlen harmo- 
nisch sein. Der dem Strahle s^ zugeordnete harmonische ist 
aber s^, also muss auch s^ durch N gehen, oder p muss 
durch den Durchschnittspunkt N von s^ und s 2 gehen. Man 
hat daher den Satz: Legt man von zwei Punkten P, R einer 
Geraden p an einen Kegelschnitt die Tangenten bezüglich 
«1,52, s\js\^ welche ein dem Kegelschnitt umgeschriebenes 
Vierseit bilden, so gehen die Verbindui^slinien der Gegen- 
ecken desselben, also die Verbindungslinie der Durchschnitts- 
punkte von s^ys\\ «2; ^'2? und ebenso die Verbindungslinie der 
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Durchschnittspunkte von s^^^s'^] s\,S2, durch den Pol P der 
Geraden p, 

19. Ist eine Gerade p mit der Gleichung 

gegeben^ und es sollen die Coordinaten x\ y ihres Poles P 
für einen Kegelschnitt F (x, y) = gesucht werden, so muss 
nach Art. 18, la) die Polare von P die Gleichung haben: 

(«llJ/'+ «12^'+ «13)y + («21 y+ «22^'+ ö^23> + («81^+ «32 ^'+«83) 
«Siy'+«82^'+«88 ^ «öl 3/'+ «82 ^'+«38 

Man erhält also zur Bestimmung von y und x' die Gleichungen: 

_ «uy +«12^' + «18 = Jj _ «aiy +«22^^ + «88 ^ j. 
«3l2/' + «82«' + «88 ^' «81 2/' + «32^' + «88 ** 

Aus diesen beiden Gleichungen folgt aber 

/ ^^ («32«12 — «81 «22) — («22«83 — «28^^ — («18«28 " «12«88 )£ 
^ («11 «22 — «12^) - («82 «12 — «31 «22)^ ^ («21 «81 " «28 «ll)? ' 

^' ^^ («21 «81 — «28 «11) — («18 «28 — «12 «33)^ — («88 «11 — «81 ^) £ 

(«11 «22 — «12') -- («82 «12 — «81 «22)^ - («21 «31 — «28 «ll)? ' 

oder nach Art. 12, 7a), 8a) 

' __, ^31 ~ -^11^ ^2? ' __. -^23 "" ^ 12^ -^2J^ 

^ ^88-Al^-^8j' As-Äl'^-^SI^' 

oder endlich 

./ _ At^ + Ail — As ' _ Al^ + ^22£ — ^3 i^N 

y - ^3,^ + ^,5-^3 '^ ^3,9 + ^,5-^3 -'^>' 

Ist femer ein Punkt P mit der Gleichung 

2/^ + ^—1=0 
gegeben, und sollen die Coordinaten j', ^' seiner Polaren p 
für einen Kegelschnitt ^J (f, 9) = bestimmt werden, so muss 
nach, Art. 18, 16) die Gleichung des Pols von p die Form 
haben 

(ail9'+Cll2E'+0l8)9+(ö21^'+022E'+028)E+(ö81^'+a32E'+a38) = 0, 
^J^^ Qll^' + Ol2g +^18 ^ Q21^' + Q22£' + 028 ^ i n 

'''^^'' ~ a8i^' + a3,l' + a33 ^~ o«, t,' + 03, j' + a«« ^- ^ = ^• 
Man erhält also zur Bestimmung von ^', j die Gleichungen: 



Digiti 



zedby Google 



— 70 -^ [Art 20. 

aus welchen ebenso wie in \d) folgt: 

20. In einer Ebene liegen zwei Gerade s, s\ und auf 
jeder drei Punkte, bezüglich PiyP^,P2, P'ijP'gjP'g. Auf s 
werden beliebig viele andere Punkte P^ als vierte Punkte 
angenommen^ und zu jedem auf s ein solcher Punkt P\ ge- 
sucht, dass die Punktreihen s,PiPgP2P4 und s\P^P^P<^P^ 
conform (collinear) sind. Werden die Projectionsstrahlen PiP'j, 
P^P'^, P%P^, P^P^i, oder2>i,jP3,ft?Ä gezogen, so hüllen letztere, 
p^, eine Curve ein. Die Natur dieser Curve wird gesucht. 
Der Aufgabe zufolge soll sein 

p,p, • p,p, - p\p\ • p7^- 

Heissen nun die Coordinaten von P* Xk,yky die von Pk xiy yi, 
so muss nach Art 9; Xd) sein: 

«^8 ^\ , 4^4 x^ ^ X ^ — a? ^ ^ X ^ — X 2 

X^ ""^ wg fl/^ ^^ «Cj ÄJ j~"~"ä> g X ^"^X 2 

ys— yi . yj—yi ^ y\—y\ . y^-yi 
y«— y» ' y4— y» y'j-y'a ' y\—y\ 

Sind nun Jt, ^t die Coordinaten von pk, und j, ^, j', ^' die 
Linien-Coordinaten bezüglich von 5, 5', so sind nach Art. 7, Id) 
die Coordinaten des Durchschnittspunktes von s mit pk 

Der Durchschnittspunkt von p^; niit 8 ist aber Pje\ es sind also 
dies die Coordinaten Xk, yjt von P*. Man hat daher die Glei- 
chungen: _ tj-t^k _ g-£t . 

' _ >?^— ^* ' _ 5— S* 



t) 



Von diesen Werthen sind also entweder die von Xk, Xk in die 
erstere, oder die von yk, y'k in die letztere der Proportionen f) 
einzusetzen; beides führt zu demselben Resultate. Setzt man 
die Werthe von Xk^ x'k in die erstere Proportion f) ein, so 
erhält man 
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^ _^ _ (£^3~?3>?)ft-^i)-(£>?i-£i>?)(9->)8) 

= __ £^1 — gl^ + gl ^8 - Ss^l + gs^ — £^8 . 

(g^l-glW(g9-8-g3^) ^ 

a; _:i; = (£^2-g2^)ft-^8)--(g>?8-g8^)ft-^«) 

^ ^ (g92-g2ij)(g^3-g3iJ 



X —X = (g^*-g4>? )(>?-9l)-(g>?l-gl^)(> ?-~^4) 

* ' te^4-g4^)(g^i-EiW 

^ _ £9l -gl ^ + gl ^4 — g4>?l + g4^-g94 j, 
(g^4-g4»?)(g^ -gl^) ^' 

<r: — -r = (g ^*-g4^) ( ^-^2)-(g>?« -ga^) ft-^4) 

' ' (gi)4--g4^)(g^2-g2i)) 

= _ g_?iz: ga^_+ g?Vz g* V+J^It ik . t, 

(g^4-g4^)(g^2-g2^) ^* 

Setzt man diese Werthe also in f) ein, wobei sich alle Par- 
tial-Nenner heben, so erhält man die Gleichung: 

(g^l ~ gl^ + gl^3-g3^1 +g8^-gy (g^2-g2»? + g2^4-g4^2+g4^-g94) ' 
• (g'^8~g39'+g392-g2^3+g2^'-g'^2)(g'^l-gl^'+gl^4-g4^l+g4^'-g'^4) 
— (g\-gl9'+gl^3— gs^l+gs^'— g'^3)(g\-g2^'+g294-g4ife+g4^'-g'W \ lo) 
' (g^8-g89 + g3^2-g2^3 + g2^-g92)(g9l— gl^ + gl94- g4^1+ g4^-g^4) 

= 0. 
Aus Vergleichung mit Art. 8, la) erkennt man sogleich, dass 
die einzelnen Factoren, aus welchen die linke Seite dieser 
Gleichung besteht, diejenigen Ausdrücke sind, welche, gleich 
Null gesetzt, die Bedingung enthalten, dass die Geraden s, 
Pif JPs ^^^' durch einen und denselben Punkt gehen. Die 
Gleichung la) ist offenbar für die Linien- Coordinaten £4,^4 
vom 2ten Grade, und ist also nach Art. 14 im Allgemeinen 
die Gleichung eines Kegelschnitts. Es hüllen also im All- 
gemeinen alle Projectionsstrahlen p^ einen Kegelschnitt ein. 
Die linke Seite in la) annuUirt sich nun, wenn ^4 == t), 
E4 = E ist, denn dann werden der zweite Factor des Minuen- 
den und der vierte des Subtrahenden Null; es berührt also 
auch die Gerade s denselben Kegelschnitt. Die linke Seite 
in la) wird ferner Null, wenn ^4 = ^', £4 = j' ist, denn dann 
wird der vierte Factor des Minuenden und der zweite des 
Subtrahenden Null; es berührt also auch s den Kegelschnitt. 
Weiter wird la) Null, wenn ^4 *=* t)^, J4 «= jj ist, denn dann 
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ist der letzte Factor im Minuenden und Subtrahenden Null, 
und ebenso, wenn ^4 = ^2^ E4 = h ist, denn dann ist der 
zweite Factor im Minuenden und Subtrahenden Null; es be- 
rühren daher auch_Pi und _P2 den Kegelschnitt. Endlich wird 
die Gleichung la) erfüllt durch ^4 = ^3, j^ = jg, denn dann 
ist der letzte Factor im Minuenden gleich dem ersten im 
Subtrahenden und umgekehrt, der zweite Factor im Minuenden 
gleich dem negativen dritten im Subtrahenden, und umgekehrt; 
es berührt also auch p^ denselben Kegelschnitt. Mit anderen 
Worten: Der durch p^ erzeugte Kegelschnitt ist der durch 
die fünf Geraden s, s\ p^, p^y p^ als Tangenten bestimmte 
(Art. 11). 

Bis jetzt war stillschweigend vorausgesetzt, dass die con- 
formen Punktreihen s, s mit keinem Paare entsprechender 
Punkte zusammenfallen. Findet dieses aber statt, fallen also 
im Durchschnittspunkte von 5, s zwei entsprechende Punkte 
z. B. P3, P's zusammen, so sind für x^,y^y ^'sj y's die Coordi- 
naten des Durchschnittspunktes von s und s zu setzen. Es 
ist also dann nach Art. 7, 3a) 

^ _ _ ^—^' ,, _ i-i . ^' ^'-^ ,/ _ i^i 

Man hat daher im Vorigen im Werthe von x^, t/3 nur 5', j' 
für ^3,J3, und im Werthe von x\,y\ nur 5,E.für ^3,^3 zu 
setzen. In der Gleichung la) wird sodann der erste Factor 
des Minuenden gleich dem negativen ersten Factor des Sub- 
trahenden, ebenso der dritte Factor des Minuenden gleich 
dem negativen dritten des Subtrahenden. Beide Factoren 
heben sich also, und man erhält 

(J^2 -h^+ h^A -- M2 + M — ^a) (i^\ - M'+ Ma - Ml + M'- 1\) 
Dieser Gleichung lässt sich die Form geben: 

= 0. 
Nun kann der erste Factor nicht Null sein, denn sonst würden 
nach Art. 8, la) die Geraden SyS\p^ sich in einem und dem- 
selben Punkte schneiden, was nicht möglich ist, da p^ der 
Projectionsstrahl zweier von P3, P\ verschiedener Punkte sein 
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soll Es muss also der zweite Factor Null sein^ und die 
Gleichung gelten: 

li^2—h^i + h^^—U^ + £4^1 -El ^4 = 0- 2a) 

Es müssen also nach Art. 8, la) sich Pi,P2yP4, in einem und 
demselben Punkte schneiden, oder: es muss p^^ durch den 
Durchschnittspunkt von p^ und P2 gehen. Man erhält also 
den Satz: Befinden sich in einer Ebene auf zwei Geraden s, s 
zwei conforme Punktreihen, deren Conformität durch drei 
Paare entsprechender Punkte P^, P'j, P3, P'3, P^, P'2 bestimmt 
ist, wird zu jedem vierten Punkte P^ der einen Reihe der 
entsprechende P'4 der anderen gesucht, und werden je zwei 
entsprechende Punkte durch die Projectionsstrahlen Pi,l>s,P27JP4 
verbunden, so umhüllen, wenn die Punktreihen conjectivisch 
liegen, d. h. wenn in ihrem Durchschnittspunkte zwei nicht 
entsprechende Punkte vereinigt sind, die Projectionsstrahlen 
1)4 den von 5, s, Pi,PsfP2 ^-Is Tangenten bestimmten Kegel- 
schnitt; wenn aber die Punktreihen perspectivisch liegen, 
d. h. wenn in ihrem Durchschnittspunkte zwei entsprechende 
Punkte P3, P'3 vereinigt sind, gehen alle vierten Projections- 
strahlen durch einen und denselben Punkt, nämlich durch den 
Durchschnittspunkt von p^ und P2. 

In einer Ebene liegen zwei Strahlbüschel mit den Schei- 
teln 5,5"; den Strahlen _Pi,_P3, ^2 ^^^ ersteren mögen die 
Strahlen p\,p\^P2 ^^s letzteren entsprechen. Im ersteren 
werden beliebig viele andere Strahlen, ^4, als vierte ange- 
nommen, und zu jedem ein solcher Strahl p\ des letzteren 
gesucht, dass die Strahlbüschel S, P1PQP2P4, und S\ p\p\P2p\ 
conform (coUinear) sind. Werden nun die Durchschnitts- 
punkte Pj, P3, Pg, P4 der Strahlen p^ und p\y p^ und ^'3, ^g 
und P2, JP4 imd p\ bestimmt, so liegen alle P4 auf einer 
Curve, deren Natur gesucht wird. Der Aufgabe zufolge soll 

nunsem: sin ^1^3 ^ sinjpjp^ sin p\p\ ^ ßini^'ii?^ 

sin JP2P3 • smPsPA ^n p\p\ ' sin/2/4 

Heissen nun die Coordinaten von Pk Xky yk, so muss nach 
Art. 9, 16) sein: 



Js ^2 J2 J4 , J S ? 2 J 2 J 4 

98—^2 * 92—^4 ^'9—^ * ^'j — 9'* 



*) 
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Sind femer a;*, y* die Punkt -Coordinaten von P*, und x^ y, 
Xj y die von S, S\ so hat man nach Art, 7, 1&) 

?* = "" ^, _^ ., > ^* 






Man findet ferner 

^'^ ^^ (pcyx'-^y)(^yz-xzy) ^' 

j^ _ j. ^ ^ys - ^sy + ^82/2 —^«2/8 + ^^y - ^ y% . ^ 
*^ " (xy2'-^2y)(^ys—^sy) '^' 

j. _ j. ^ ^yi— a;^y + a;^y4^a;4y^ +^4y — ^^4 .^ 
*i ^ (xy^-x^y){xy,-x,y) ' ^' 

r — r = ^y2-x%y + ^%y4,—^Ay% + x^y—xy4, . ^ 

*2 *4 {xy^ — x^y){xy^—x^y) ^' 

Analoges erhält man für die Werthe von j'^ — f'g etc. Setzt 
man diese Werthe in die erste Proportion *) ein, so erhält 
man die Gleichung: 

(xy^—x^y+x^ys—x^Vi +x^y-xy^){xy^—x^y+x^y^—x^y^+x^y-xy^) ' 
{xy^-Xj^y+Xj.y^-x^y^+x^y-xy^) {xy^ -x^ y'+ x^ yc-X4yi +x^y-xy^ 
' i^'yi-^iy+Xiy^-x^ yi +x^y-xy^) {xy^-x^y+ x^y^-x^y^+xj-xyj 
(xys—x^y+x^yi—x^ys + x^y—xy^)(xy^—Xiy+x^y^—x^yi +x^y—xy4) 

= 0. 

Aus VergleichuDg mit Art. 8, 16) erkennt mau, dass die ein- 
zelnen Factoren der linken Seite die Ausdrücke sind, welche, 
gleich Null gesetzt, die Bedingung enthalten, dass die Punkte 
Ä, Pi, P3 etc. auf einer und derselben Geraden liegen. Ferner 
sieht man, dass die Gleichung 16) für die Punkt-Coordinaten 
y^ x^ vom 2ten Grade ist, und also nach Art. 14 im Allge- 
meinen einen Kegelschnitt bezeichnet. Wie oben überzeugt 
man sich auch hier, dass dies der durch die fünf Punkte 
iS, iS', -Pn A> ^s bestimmte Kegelschnitt ist. 

Bisher war angenommen, dass die conformen Strahl- 
büschel /S, S mit keinem Paare entsprechender Strahlen zu- 
sammenfallen. Findet dieses aber statt, fallen also in der 
Verbindungs-Geraden von S und S" zwei entsprechende Strahlen, 
z. B. PsfP'sy zusammen, so erhält man wie oben die Gleichung: 

^1*2^^2^1 + ^2*4 — ^43/2+^43/1-^1^4 = 0- 26) 

Es müssen also dann nach Art. 8, 16) P^, Pg, P4 auf einer 



16) 
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und derselben Geraden Hegen, oder, es muss P^ auf der Ge- 
raden P1P2 liegen. Man liat daher den- Satz: Befinden sich 
in einer Ebene zwei conforme Strahlbüschel S, S', deren Con- 
formität durch drei Paar entsprechender Strahlen, Pi,Pi,p^y p'3, 
P2iP2 bestfmmt ist, wird zu jedem vierten Strahle p^ des einen 
Büschels der entsprechende, p\, des andern gesucht, und 
werden die Durchschnittspunkte P^, P3,P2, P^ je zweier ent- 
sprechenden Strahlen bestimmt, so befinden sich, wenn die 
Strahlbüschel conjectivisch liegen, d. h. wenn in ihrer Ver- 
bindungs-Geraden zwei nicht entsprechende Strahlen zusam- 
menfallen, die Durchschnittspunkte P^ auf dem von den 
Punkten )S, S", P^, P3, Pg bestimmten Kegelschnitt; wienn aber 
die Strahlbüschel perspectivisch liegen, d. h., wenn in ihrer 
Verbindungs-Geraden zwei entsprechende Strahlen, p^^p^y zu- 
sammenfallen, so liegen alle vierten Durchschnittspunkte P4 
auf einer und derselben Geraden, nämhch auf der Ver- 
bindungs-Geraden von Pi und Pg. 
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Zweiter Abschnitt. 
Homogene Coordinaten. 



Kap. I. 
Pnnkt und Gerade. 

21. Sind die Gleichungen dreier Geraden 9i,g%y9^j von 
denen keine zwei parallel sind, die also ein Dreieck mit den 
Ecken G^, G^, G^ bilden, gegeben, nämlich 

ffi = ^iy + h^ — l=-0, g^ = \)^y + i^x — l=0, la) 
5^ = 93!/ + ?3^— 1=0, 
so hat man als Coordinaten x^, y^, x^^ y^^ x^, y^, von G^, G^ G^ 
nach Art 7, la) 



X, 



^»->?8 



Fig. 6. 



^8 3^8 




2a) 



Die Entfernungen r^ des 
Coordinaten - Anfangs- 
punktes von den Ge- 



raden gk sind nach Art. 6, la): 

"''^T^k^' "'''v^T^' '^^v^W' ^'^ 

Als Länge der Strecken g^ = G^G^ etc. ergiebt sich femer: 
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„ _ (Mi -Ml) + ih^s-h^) + (h^ -git)s) l/ y2 I V.2 ^ 

^ _ fe^2 -£8^1) + fet^a ~g3t^2) + (£3^1 - gl ^3) l/ r 2 I Vi 8 i a - 

^^ ~ (M.-iMiMs-lM • KE2 -f- 92 , j 4a) 

„ (£1^2 — ga^i) + tea^3 — gs^g) + toi —iM T/r 2 _U h 2 

^^~ to8-g8^a)toi~giy -KSs -r-93 -j 

Als Höhen A*, welche den Seiten gk zugehören, ergiebt sieh 
nach 2d) und Art. 6, 2a): 

^ ^ fe^a -£2^1) + fe^8 -gs^s) + (£3>?i -£1^3) 1 _ 

I, _ (gi^2-£2^i) + (£2^8 -£3^2) + Ust^i -£1^8) 1 I . . 

^ ^ (£i92 —£2^1) + (£2^3 - £8^2) + (£3^1 — £i>?8) 1 

' £iiJ2-£2^i * Vi^+^' 

Heisst femer die doppelte Fläche des Dreiecks G^G^G^ D, 
so hat man, da D == gkhk ist, nach 4a) und 5a) 

J) ^ [(£1^2 — £2^1) +(£293-£3y + (£3^1 -£1^]' ß S 

(£1^2 -£2^1) < £2^3 -£3^2) (£3^1 -£iy ' ^ 

Endlich hat man nach 3a), 4a) folgende Beziehungen, von 
denen später mehrfach Gebrauch gemacht werden wird, 

„r = (^i^-Mi) + (M^-M^) + ('^A-lM \ 



^2^2 = 



(£3^1-£l^3)(£lt)2-£2^l) 

^ (£1^2 —£2^1) + (£2^ -£3^2) + (£3^1 —£1^3) 

(£1^2 ~£2t)l)(£2^3— £3^)2) 



^ ^ ^ (£1^2 -£2^1) + (£2^3-£8^2) + (£8>?1 -£1^3) 
^« ^ (£2iJ8-£3t)2)(£8t?l-£iy 



7a) 



Sind ferner die Gleichungen dreier Punkte 6?^, Gg, G^ ge- 
geben, welche nicht auf einer und derselben Geraden liegen, 
sondern ein Dreieck bilden^ ist nämlich 
G, = y,\) + x,i^l = 0, G, = y,t) + a^^J-l = 0, 16) 



G. 



2^39+^3?— 1=0, 



so hat man als Coordinaten der Gegenseiten gi^g^yO^ nach 
Art. 7, 16) 



^ x^ys—x^Vi ' ^^ ^22/8— ajgyg ' 

?2 = --^^^^, 92 



£3 



= __ 2/1—2/2 
^12/2-^22/1 



, 93 



«32/1— ^1 2/3 
^12/2—^23/1 



26) 
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[Art 21. 22. 



Vermittelst dieser Werthe findet sich nach Art. 6, Id) als 
Entfernung der Seiten g^g^jg^ von 



^iVs — ^sV^ 



^iVi-^iVs 






^r\ 



36) 



Die Länge der Dreiecksseiten gt ist femer: 

i/3 =^(^1— ^2)' + (yi-y^T- ^ 

Als Entfernungen der Ecken Gk von den gegenüber- 
liegenden Seiten gk, d. h. als Hjohen Äjt, welche diesen Seiten 
gjt zugehören, hat man nach 26) und Art. 6, 26) 



Ä, 



Ä« = 






56) 



Als doppelte Fläche D des Dreiecks 6?^ (rg G^ findet sich aus 
D=g^k sogleich 

^ = (^1*2—^2*1) + (^2% -^33/2) + (^3^1— ^1*3)- 66) 
Endlich hat man nach 36) und 46) noch die Beziehungen 

^i^i=^y8-^3y2, I 

5^2^2=^32/1— ^iJ/s; 7ft) 

5'8^3 = ^iy2— ^2yi| 

22. Die Lage eines Punktes P würde nun offenbar be- 
stimmt sein durch seine Entfernungen Wk von den Seiten gk 
eines Dreiseits gig^g^- Liegen nämlich die Seiten gk des 
Dreiseits, deren Gleichung ist 

gk = t^ky + Etrr — 1 = 0, 
so, dass innerhalb der Dreiecksfläche fällt, und sind x^y 
die Coordinaten des Punktes P, so hat man nach Art. 6, 2d) 
die Gleichungen 
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w, 



Vxi^ + tji^ 



-■^^^ 



Vi.'+>^.^ 







1 = 



1- 
oder 

1— Ei^— 9i2/ =«'\yE?T97, 

1 -E2^— 92^ = ^2 y E2' + 92% 
1— ES^— 93^ = «<^3yE8* + ^2% 

Diese drei Gleichungen kön- 
nen nur dann mit einander 
bestehen, wenn 

lEi^i 

1E2 92 

lEa^s 

ist, d. h. wenn die Gleichung gilt 

(El ^2 - iM + (12^3 - Ea^i) + (Es^i - Ei^s) 
Nach Art. 21, 5a) lässt sich dieselbe kürzer so schreiben: 

1 



oder 






oder, da gkhk die doppelte Dreiecksfläche 2) ist, wenn die 
Gleichung besteht 

9i^i + S'2^2 + 93'^d = -D. 2a) 

Hier ist also, da diese Gleichung vom Iten Grade ist, zu 
jedem W2, w^ nur ein einziges w^ möglich. Drei w also, 
welche dieser Gleichung genügen, bestimmen einen Punkt P 
unzweideutig. 

Es könnte nur scheinen, als sei die Lage einer Geraden 
p auch bestimmt durch ihre Entfernungen tt)« von den Ecken 
Gk eines Dreiecks G^ G^ G^, Liegen wieder die Ecken Gk des 
Dreiecks, deren Gleichung ist 

Gk = J/a9 + Xkl'-'\ = 0, 
so, dass innerhalb der Dreiecksfläche föUt, und sind £, ^ 
die Coordinaten der Geraden p, so hat man nach Ari 6, 26) 
die Gleichungen: 
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Fig. 8. 




Entwickelt man aus diesen drei Gleichungen die Grössen 
, — —^ , — — , so erhält man, mit Berück- 

y?+7' VF+v' v^^+v' 

sichtigung Ton Art 21, 66): 

L (y«-y3)'Pi + (y»— yi)»« + (yi~y»)»3 






D 



Wird in den beiden letzten Gleichungen |x-f-^auf die 
andere Seite gebracht, beide Gleichungen sodann quadrirt 
und addirt, wobei sich j* + 9* h^^t, so erl^lt man 

+ [(y^-ys) »1 + (% ~yi)»« + (ä -ä)»,? = d*. 

Werden hier die Qaadrirungen ausgef&hrt, so erhält man mit 
Berücksichtigung von Ari 21, 46) 

oder, wenn der Winkel an der Ecke Gk des Dreiecks mit 
Gk bezeichnet wird, 
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— 2^3^iCos6r^ tOgtt)^ = Dl 2c) 

Dieselbe Gleichung hätte man auch so gefunden : Es ist, wie 
aus der Figur 8 erhellt, 

N^N, = N,N^ + N,N^ oder 



Werden in dieser Gleichung die Wurzeln hinweggeschaflft, so 
erhält man 

— (9i+92+93)i-9i+92+9s)(9i-92'\'9s)(9i+92—9s)+^9A^i—^^^ 

(tt>l-~to3) + 4^2'(»2 — Ö?l)(»2~ttJ3) + 4^3^(tt)3 — tt)i)(to3~tÜ2) = 0, 

oder, da das erste Produkt links gleich 4D^ ist, 
9i\tD—tü,)(tD—tD,)+gAtD^—tV,)(tD^—tO,) +9s\^s-t0,) (»3-^2) 

= D\ 2d) 

Dies ist aber dieselbe Gleichung • wie die obige 26), wovon 
man sich durch Ausführung der Multiplicationen überzeugt. 
Die Gleichung ist also für alle tx) vom.2ten Grade; mithin 
giebt es zu jedem Paar tog» tOg zwei verschiedene tü^. Es wird 
dies auch durch folgende Betrachtung bestätigt: Sind z. B. 

Fig. 9. 




tüg und tPg beide positiv, was nach Art. 6, 26) der Fall ist, 
wenn und G2, und G^ auf derselben Seite der Geraden 
p liegen, beschreibt man um ög, G^ bezüglich mit tog? ^3 
KJreise, und legt an beide die gemeinschaftlichen Tangenten 
2>, p\ so sind die Entfernungen derselben von G^, Gq an ab- 

WsissBHBOBN, anAl. (Geometrie. 6 
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soluter Grösse, und an Vorzeichen einander gleich, denn es 
liegen G^ und 0, G^ und auf derselben Seite sowohl von 
p als von p. Dagegen ist die Entfernung der Geraden p 
von der Ecke G^ sowohl an Grösse als an Vorzeichen ver- 
schieden von der Entfernung der Geraden p von G^. Es 
werden also die Gleichungen 2b)— 2d) erfüllt sowohl von 

to, = + G,N,, to, = + G,N,, % = + G,N,, 
als von 

tü,=^ — G,N\, to, = + G,N',, tÜ3 = + G^3^3; 
und drei Grössen tu, für welche eine dieser Gleichungen gilt, 
bestimmen also im Allgemeinen zwei Gerade, p und p\ 
Wegen dieser Zweideutigkeit eignen sich daher diese linearen 
Abstände einer Geraden von den Ecken des Dreiecks nicht 
zur Bestimmung einer Geraden. Diese Unbestimmtheit ward 
ofiFenbar hervorgerufen durcK den Divisor oder Factor ]/e* -f" 9^ • 
Es ist daher eine solche Weise, die Lage einer Geraden zu 
bezeichnen, anzuwenden, dass derselbe seinen Einfluss ver- 
liert. Zugleich aber auch ist, um eine üebereinstimmung 
zwischen den Gleichungen, welche die Lage eines Punktes 
mit denen, welche die einer Geraden angeben, herbeizuführen, 
die bisherige Art, einen Punkt festzulegen, abzuändern, und 
durch eine analoge zu ersetzen, obschon dies sonst nicht 
nöthig wäre, da, wie man sah, durch die Grössen w ein 
Punkt eindeutig bestimmt wird. Es soll daher im Folgenden 
eine andere Bezeichnungsweise zu Grunde gelegt werden. 

23. Sind gk die Seiten eines Dreiseits, ist femer P ein 
Punkt in der Ebene desselben, bezeichnet man mit Wk die 
Entfernung des Punktes P von gk, und setzt, wenn J*, t)k die 
Coordinaten von gt und ic, y die von P bezeichnen 

Vi^k' + i^k' ' 

so erhält man nach Art. 6, 2a) für Wk positive Werthe, wenn 
P und auf derselben Seite von gk liegen. Nun soll stets 
im Inneren der Dreiecksfläche sich befinden. Es sind also 
alle drei Werthe Wy^,W2^w^ positiv, wenn P im Inneren des 
Dreiseits liegt. Liegen dagegen P und auf verschiedenen 
Seiten von gk, so wäre nach Art. 6, 2a), um für Wk einen 
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positiven Werth zu erhalten, der Ausdruck für Wk mit dem 
Minus-Zeichen zu versehen, und da dieses nicht geschehen 
ist, liefert obiger Ausdruck für Wk etwas Negatives; und um- 
gekehrt, ist Wk negativ, so ist dies ein Zeichen, dass P ausser- 
halb des Dreiseits, und zw^ar so liegt, dass gk zwischen P 
und hindurchgeht. Da nun die Ausdrücke für die Ent- 
fernungen rk des Anfangspunktes von gk stets positiv sind, 
nach Art. 6, la), und mithin keinen Einfluäs auf das Vor- 
zeichen ausüben, so ist offenbar die Lage eines Punktes P 



auch bestimmt durch den Quotienten 



^9 =- 



Wk 

rk 



Setzt man nun 
la) 



woraus umgekehrt folgt 



w, =n^, 



w^ 



r^A 



2-^27 



Wo 



r.0. 



so ist ein Punkt der Lage nach 
auch durch 0k bestimmt. Nach 
Art. 21, 3a) hat man also 



d^S) 



Fig. 10. 



2a) 




^k = Wkyu^ + t)k^. 

Ist nun die Gleichung einer Seite 
des Dreiseits 

gk = t)ky + ikoo — 1 = 0, 
und sind x^ y die Coordinaten 
eines Punktes P, so folgt aus 
den Gleichungen Art. 22, la): 

l-?i^ — 9i2/ = w^i1/e?T97, l-E2^-92!/ = w^2yE7+^, 

oder also 

1— Ei^ — 9i!/=-s^i, ^—l^—^2y=^%y 1— Es^— 932/=%- 3a) 
Löst man diese Gleichungen nach 1, x, y auf, so erhält man 
Brüche, deren Nenner die Determinante 

= (Ei92~E29i) + fe^s -E392) + (Ea^i— Ei^a) 

ist. Bezeichnet man dieselbe kurz mit 3), so dass also 

6* 



1 


El ^1 


1 


E2 92 


1 


S» 9s 
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1 El 9i 
1 h ^2 
1 Es 98 
und ihre Paridal-Detenninanten folgendermassen 

Ei92-E29i=3fi?)8, h%-h^='^%y Es^i— Ei93==3E3?)i 
so dass also 31^% + 31^% +X3D1 = ® 
ist^ so erhalt man ans den drei Gleichungen 3a) 



=(&92-S29i)+(&9s-&92)+(S39i-Siy = ®, 4a) 



5a) 
6a) 



x= — 



y = 



2) 
2) 



7a) 



8a) 



Die Gleichung 7a) lässt sich oflFenbar ebenso umformen, wie 
in Art 22 geschehen ist, oder man hat in der dortigen 
Gleichung 2a) nur die obigen Werthe aus 2a) für Wk einzu- 
setzen, und erhält so die Gleichung 

Ä^i^i + Ä^2^2 + Ä's^s^s = -D. 9a) 

Dieses ist die Gleichung des Punktes P ivir g^, is^, e^ als 
Coordinaten. Man nennt diese Werthe trimetrische, oder, 
aus Gründen, die sich später ergeben werden, homogene 
Punkt- Coordinaten. Die Gleichungen 8a) dienen dazu, ortho- 
gonale Punkt-Coordinaten in trimetrische oder homogene zu 
transformiren. 

Sind Gi die Ecken eines Dreiecks, ist p eine Gerade in 
der Ebene desselben, bezeichnet man mit XOh die Entfernung 
der Geraden p von Gu und setzt, wenn a:*, y* die Coordinaten 
von Gky und j, Q die von p sind, 

_ i—xki — ykt^ 

*"*- y?+F ' 

so erhält man nach Art. 6, 26) für tt)* positive Werthe, wenn . 
und Gk auf derselben Seite von p liegen. Nun soll 
stets im Inneren der Dreiecksfiäche sich befinden; es sind 
also alle drei Werthe von 10^, tOg, tPg positiv, wenn p die 
Dreiecksfläche nicht durchschneidet. Schnitte p das Dreieck, 
und lägen Gjc und auf verschiedenen Seiten von p, so 
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wäre nach Art. 6, 26), um für tOt einen positiven Werth zu 
erhalten, der Ausdruck für tOk mit dem Minus -Zeichen zu 
versehen, und da dieses nicht geschehen ist, liefert obiger 
Ausdruck für tük etwas Negatives; und umgekehrt, ist tOk ne- 
gativ, so ist dies ein Zeichen, dass p das Dreieck schneidet, 
und zwar so, dass und Gk auf verschiedenen Seiten von p 
sich befinden. Da nun der Ausdruck für die Entfernung r 
des Anfangspunktes von p 

1 



stets positiv ist, nach Art. 6, la), und daher keinen Einfluss 
auf das Vorzeichen ausübt, so ist ofiFenbar die Lage einer 



Fig. 11. 




tut 



Geraden p auch bestimmt durch den Quotienten — • Setzt 

16) 



man nun 



Ji = 



»1 



r 



_ »8. 

woraus umgekehrt folgt . 

^i = nu ÖJ2 = ^J2, tÜ3 = rä3, 26) 

so ist eine Gerade der Lage nach durch j^ bestimmt. Man 
hat also 1/ ^2 1 ^2 

ik = tOk Yr + r • 

Ist nun die Gleichung einer Ecke des Dreiecks 
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Gk E^ykti + Xkl—l —0, 
und sind j, \) die Coordinaten einer Geraden p, so folgt aus 
den Gleichungen Art. 22, 16) 

Löst man diese Gleichungen nach 1, 5, \) auf, so erhält man 
Brüche, deren Nenner die Determinante 



1 X, 


Vi 


1 X2 


Vi 


1 ^3 


Vi 



1 Xi 


Vi 


1 x^ 


Vi 


1 »3 


Vi 



ist. Bezeichnet man dieselbe, welche nach Art. 21, 65) die 
doppelte Dreiecksfläche bedeutet, mit D, setzt also 

= (x^y^—x^yi) + (^2%— ^32/2) + (^3^1—^12/3) = A 46) 

während die Partial-Determinanten folgendermassen bezeichnet 
werden: 

^1^2—^23/1 = ^1 Y^y ^22/3—^32/2 = ^2 Ysy ^3^1—^12/3 = ^3 ^V ^^) 

so dass XiFg + XgFg + XgFj = D 66) 

ist, so erhält man die Gleichungen 



86) 



Vermöge derWerthe X^Y^y X^Y^, X^Y^ und der Beziehungen 
Art 21, 76) kann man die Gleichung 76) auch schreiben 

^~ B > 

woraus folgt g^r^i^ + g^r^h + 0^3^383 = A 9&) 

in welcher Gleichung Tk dieselbe BJedeutung hat, wie in 9a). 
Diese Gleichung 96) ist die der Geraden p für Ji, J2J h ^^^ 
Coordinaten. Man nennt diese Werthe trimetrische oder ho- 
mogene Linien- Coordinaten. Die Gleichungen 86) dienen dazu, 
orthogonale Linien-Coordinaten in trimetrische oder homogene 
zu transformiren. 



X 




B ' 


s = - 


(y.- 


- ys)hi + (2/8 - yi)8» + (yi - yi)h 




B ' 


H 


(X,- 


- ^z)hi + (a?« - ^i)hi + («1 - x^)h 


9 




B 
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* Stets aber wird wie im Bisherigen vorausgesetzt^ dass der 
Coordinaten- Anfangspunkt im Inneren des Fundamental- 
oder Axen-Dreiseits oder Dreiecks liege, also auch nicht auf 
einer Seite ffk oder in einer Ecke Gk desselben. 

24. Soll ein durch die Gleichung in trimetrischen Punkt- 
Coordinaten g^r,0, + g.r^z^ + g.r.z^ = D la) 

bestimmter Punkt P construirt werden, so verfährt man auf 
folgende Weise: Sind alle z positiv, so ziehe man in den 
Entfernungen w^ = ^i-^i, ^2 = ^2-^2» ^3 == ^s-^s zu den drei 
Seiten g^g^yQ^ des Fundamental -Dreiseits parallele Gerade, 
und zwar alle auf der Seite nach dem Inneren der Dreiecks- 
• fläche zu, so schneiden sich diese drei Parallelen in einem 
und demselben Punkte, nämlich in P: man braucht daher 
nur zwei dieser Parallelen zu ziehen. Ist «ine der Grössen 
Zy z. B. z^ negativ, die beiden anderen positiv, so ziehe man 
zu g^ in der Entfernung w^ == r^z^ eine Parallele ausser- 
halb des Dreiseits, die Parallelen zu g^ und g^ aber wie früher 
nach Innen, so erhält man P. Der Punkt P liegt dann in 
einem äusseren Felde, nämlich in demjenigen Theile der 
Ebene, welcher von g^, und den Verlängerungen von g^ und 
^3 gebildet wird. Sind zwei der Grössen z, z. B. z^j z^ negativ, 
z^ aber positiv, so ziehe man die Parallelen zu g^ und g^ 
ausserhalb des Dreiseits, die Parallele zu g^ auch ausser- 
halb des Dreiseits, aber so, dass G^ zwischen g^ und der 
Parallelen sich befindet. Der Punkt P liegt dann in dem vom 
Scheitelwinkel des Winkels G^ G^ G^ gebildeten Winkelraum. 
Soll eine durch die Gleichung in trimetrischen Linien- 
Coordinaten g^r^^^ + g^r.y, + g,r,i, = D \h) 

bestimmte Gerade p construirt werden, so verfährt man 
folgendermassen: Es verhält sich (vgl. Fig. 11) offenbar 
G^K^: GgZg = tt)^ : n)2 oder G^K^ : G^K^ = rj^ : rjg oder 
G^i£^3 : 6^2X3 = Ji : J2 ^' 8« w. Sind also alle } positiv, so 
theile man die drei Dreieckseiten gzi9%,9i iii solchen äusseren 
Punkten JE3, K^^ K^, dass sich verhält G^K^ : 6r2Ä3 = J^ : jg? 
G^K^ : G^K^ = Ji : J3, GgJTi : G^K^ = §2 • äs; so liegen die 
drei so erhaltenen Punkte K^, K^, K^ auf einer und derselben 
Geraden, nämlich auf der Geraden p. Es versteht sich, dass, 
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wenn z. B. j^ > j^ ist^ der Punkt K^ ausserhalb der Strecke 
Gl G2 über Gg hinaus, wenn jg > j^ ist, über Gj hinaus fällt. 
Ist eine der Grössen j, z. B. i^ negativ, die anderen beiden 
positiv, so theile man die beiden den Winkel G^ einschliessen- 
den Dreieckseiten ^2 und g^ in inneren Punkten jK^j-STg so, 
dass sich verhält G^K^ : G3JE2 = äi = äs» G^i^s : 6^2-^, ==» Ji : Jg» 
die dritte Seite g^ in einem äusseren Punkte K^ so, dass sich 
verhält (rg-Si : (rgÄ^ = j^ • äs- I^i® Gerade _p schneidet alsdann 
die Dreiecksfläche, und zwar liegt sie so, dass G^ und auf 
verschiedenen, G2 und 0, Gj ^^^ ^ ^^ derselben Seite von 
p sich befinden. Sind zwei Grössen j, z. B. j^, jg negativ, 
jg positiv, so theile man die beiden den Dreieckswinkel 6^3 
einschliessenden Seiten gi, g^ in solchen inneren Punkten 
K^y K^, dass sich verhält G^K^' G^Ki = i^'hj ^1^2 • 6^3 -S^ 
= 81-83; ^^® dritte Dreiecksseite g^ aber in einem solchen 
äusseren Punkte K^^ dass G^K^ : G^g-^s = 81 • 83 ist. Die Ge- 
rade _p durchschneidet alsdann auch die Dreiecksfläche, liegt 
aber so, dass G^ und auf derselben, hingegen sowohl 6?! 
und 0, als G^ und auf verschiedenen Seiten von p sich 
befinden. 

Es versteht sich, dass nicht alle drei Coordinaten z^ und 
ebenso wenig alle drei Coordinaten j negativ sein können, 
weil sowohl gky als r* positiv sind, und die Dreiecksfläche 
nach la), 16) sonst negativ würde, was unmöglich ist. 

25. Von besonderen Fällen der trimetrischen Punkt- 
Goordinaten sind folgende zu nennen: Liegt P in (t^, so ist 

offenbar ^1 = -jt; ^2 = 0, ^3 = 0, und die Gleichui^ Art. 23, 9a) 

geht dann über in die offenbar richtige ^^Äj^ = D. Man hat 
also als 
Punkt-Coordinäten von G^ z^ = — , 0^ = 0, jgfg = 0, 1 

n w » G^2 ^1 = 0, ^g = — , ^3 = 0, i la) 



'2 



G3 ^1 *= 0, ^2 = 0, 03 = ^ 

»1 



7 

8 



Femer hat man sogleich als 

• Punkt-Coordinaten von ;s?i = 1, ^er^ "= 1; ^3 = 1- 2a) 

Die Gleichung Art. 23, 9a) lautet dann g^r^ + ^2^*2 + S's^s = -ö- 



Digitized by 



Google 



Art. 25.] — ■ 89 — 

Denkt man sich nun die Ecken G^, G^2» ö^s <iurch Gerade mit 
verbunden, und bezeichnet den doppelten Inhalt der Dreiecke 
G^OG^yG^OG^,Q^OG^ bezüglich mit B^^D^jD^y so bezeich- 
net die Gleichung 

nichts anderes als Dj, + A + -^s = -ö- 

üeberhaupt ist die geometrische Bedeutung der Gleichung 
Art. 23, 9a) eine sehr einfache. Denkt man sich nämlich 
den Punkt P mit den Ecken G^^G^y G^ durch Gerade ver- 
bunden, so bedeutet, wenn unter G^PG^ der doppelte Inhalt 
des gleichnamigen Dreiecks verstanden wird, u. s. w., die ge- 
nannte Gleichung, wenn z^y ^g, z^ positiv sind, und also P im 
Inneren des Dreiecks liegt, nichts anderes als 

• G,PG^ + G^PG^ + G,PG, =^ n. 

Ist z^ negativ, z^) h positiv^ liegt also P in dem von g^ und 
den Verlängerungen von G^G^y G^fi^ gebildeten Felde, so be- 
deutet sie ^^^^^ ^ ^.^^^ _ ^^^^^ _ ^ 

Ist z^ und ^2 negativ, z^ positiv, liegt also P im Winkel- 
raume des Scheitel winkeis von G^G^G^, so. bedeutet sie 

G,PG, — G,PG, - G,PG, = D. 

Stellt man sich vor, P liege in unendlicher Entfernung, so 
werden die doppelten Flächen G^PG^y G^PG^, G^PG^ un- 
endlich gross, die doppelte Fläche D des endlichen Dreiecks 
G^GzG^ ist im Vergleich mit ihnen verschwindend klein, und 
daher das negative, oder die Summe der negativen Glieder, 
der Summe der positiven, oder dem positiven als gleich zu 
erachten, mithin die Differenz als Null anzusehen. Es ist 



daher 



S^i^'i^i + 92^2^2 + 93^3^3 = 3^0 

die Gleichung eines unendlich* entfernten Punktes. 

Fällt p mit einer Seite, z. B. g^, des Dreiecks G^iGgGg 
zusammen, so ist offenbar r = r^y to^ «= Ä,, also Ji = ^-^j 
tP2 = 0, tt)8==0, also J2=0, J3«=0 u. s. w., und man hat als 
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Linien-Coordinaten von g^ j^ = — ^, 82 = ö? 83 = 0, 

?> 7» >; 0^3 Jl = 0, J2 =^ ^7 i3 '^ T~* 



16) 



'8 

Liegt jp in unendlicher Entfernung, so ist die Differenz zwi- 
schen r und tt)i, XO^y XO^ verschwindend klein, also j^ = jg = jg= 1. 
Man hat daher als 

Linien-Coordinaten der unendlich entfernten Geraden 

äi = 1, »2 = I7 83 = 1- 26) 

Die Gleichung Art. 23, 96) lautet dann: g^r^ +^2^2 +^3^3 == A 
d. h. die Summe der doppelten Flächen der Dreiecke G^OG^, 
G^OGiy G^OG^ ist gleich der doppelten Fläche des Dreiecks 
G1G2GQ. üeberhaupt bedeutet die genannte Gleiqhung nichts 
anderes, als dass, da g^, J27 h ächte oder unächte Brüche sind, 
der doppelte Inhalt von G^OG^ mit j^ multiplicirt, plus dem 
doppelten Inhalt von G^QG^ mit jg multiplicirt, plus dem 
doppelten Inhalt von G^OG^ mit jg multiplicirt, gleich D 
sein muss. Geht nun p durch 0, so ist r = 0, also werden 
die absoluten Werthe der j unendlich gross; da jedoch die 
Gerade dann das Dreieck G^G^G^ schneidet, ist ein oder 
zwei j negativ. Es sind daher auch G^OG^-i^^ G^sOG^j-jg, 
G^OG^'h ^^ absolutem Werthe unendlich gross; die Fläche 
D ist im Verhältniss zu ihnen verschwindend klein, und daher 
das negative, oder die Summe der negativen Glieder, der 
Summe der positiven, oder dem positiven gleich zu erachten, 
mithin die Diflferenz als Null anzusehen. Es ist daher 

^i^äi + g^r^h + 0^3^383 = 36) 

die Gleichung einer durch den Coordinaten- Anfangspunkt 
gebenden Geraden. 

26. Von besonderer Wichtigkeit sind die in Art. 23, 5a), 
56) mit Xi?)2 etc., X^Y^ etc. "bezeichneten Partial Determi- 
nanten, sowie die in 4a), 46) mit S), B bezeichnete Deter- 
minante. Zunächst ist zu bemerken, dass, so lange von einem 
Dreiseit oder Dreieck die Rede sein kann, weder eine der 
Grössen Xj^gj ^2^^^ ^3?)i; ^^^^ ^^^ d^^ Grössen X^ Y^, X^ F3, 
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X3 Fl Null sein kann. Denn wäre z. B. Xi2)2 = 0, so müssten 
nach Art. 4, la) g^ und g^ des Dreiseits parallel sein, u. s. w., 
was nicht möglich ist; wäre X^ Fg = 0, so müssten nach 
Art. 4, 16) (tj und O^ auf einer durch gehenden Geraden 
Kegen, oder es müsste auf der Dreiecksseite g^ liegen, ein 
Fall, welcher in Art. 23 ausgeschlossen worden ist. Ebenso 
wenig kann die Determinante S) und 2), oder Xi^2 + ^^^z 
+ X3§)i, Xi F2 + •X2 F3 + X3 Fl Null sein. D^nn wäre ersteres 
der Fall, so gingen nach Art. 8, la) g^y g^y g^ durch einen und 
denselben Punkt, und es wäre kein Dreiseit möglich; fände 
letzteres statt, so lägen nach Art. 8, 16) G^j, 6r2, G2 auf einer 
und derselben Geraden, und es wäre kein Dreieck denkbar. 

Es sollen femer die am häufigsten vorkommenden der 
in Art. 21 aufgestellten Sätze mit Anwendung der in Art. 23, 
4a)— 6a), 46)— 66) aufgestellten Bezeichnung wiederholt werden. 
Es lautet nämlich die Regel 6a) daselbst 



3) 
ferner 7a) g^r^^ = 



_ _ J) 



2a) 



Die Formel 66) giebt die identische Gleichung 

D == D, 16) 

während 76) jetzt lauten 

g,r^ = X^Y^, 

^2r2 = X3F„ 26) 

9S^Z = ^1 ^2f 

Man fiat daher den wohl zu beachtenden Unterschied, dass 
in Art. 23 die Determinante 4a) nicht die doppelte Fläche 
des Dreiseits bezeichnet, während dieses mit der Determi- 
nante 46) der Fall ist. Es hat daher bei trimetrischen Linien- 
Coordinaten D eine doppelte Bedeutung, es bezeichnet näm- 
lich sowohl die Determinante 46), als die doppelte Fläche; 
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bei trimetrischen Punkt -Coordinaten bezeichnet es nur die 
doppelte Fläche. 

Die Gleichung Art 23, 9a) lautet ferner mit Anwendung 
obiger Gleichungen la), 2a) 



oder 3e,?)3.;sri + X3?)i';8^2 + 3ei?),.;^3 = S). 3a) 

Die Gleichung 96) in Art. 23 nimmt mit Anwendung obiger 
Beziehungen 26) die Gestalt an 

^2 ^3 • äi + -^3 ^1 • äa + -^1 ^2 • Js = A 3*) 

und diese Gleichungen 3a), 36) 'könnte man ebenfalls als die 
des Punktes, und der Geraden ansehen; doch sollen die frühe- 
ren beibehalten werden. 

*• 27. Bezeichnen r und 5 zwei cyklisch auf einander fol- 
gende der drei Zahlen 1, 2, 3, also entweder 1 und 2, oder 
2 und 3, oder 3 und 1, so hat man zunächst das Gesetz: 

Xsdr XrV^r 1«) X, F. = - Xr F,. 16) 

Denn nach der Definition in Art. 23, 5a) ist 3£,^r = h^r — Jr^*, 
aber Xr?), = ?r^« — h^r, also X,^r = — 3£r?)„ nnd ebenso 
in der Regel 16). Femer hat man folgende, wesentlich zur 
Abkürzung vorkommender Rechnungen dienende Regeln, von 
deren Richtigkeit man sich sogleich überzeugt. Sind r, 5, t 
die drei Zahlen 1, 2, 3 in cyklischer Aufeinanderfolge, be- 
zeichnen also r, 5, t entweder 1, 2, 3, oder 2, 3, 1, oder 3, 1, 2, 
so hat man: 

a) (?r-E,) + (?,-jO + fe — Er) = 0, 

a) (Xr — X,) + (Xs — Xt) + (Xt — Xr) = 0,\ 



ö;l -) 



ttj (Er — h) h + (E. — h) Er + (E« - Ir) h = ^, \ o^x 



a) (xr — a;,) a;, + (x, — Xt) «r + (a^ — a;,) x, = 0,\ , 

(l/r— y.)y» + (.y,—yt)yr + istt — y^y, = 0; 1 ■' 
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a) {xr — Xs)yt + (x, — xt)yr + (a;« — Xr)ys = — D, | ^j. 
^) (s/r — y,)a;^ + (s/,— yOa;r + (y* — yr)^,= -D;J 

(?r — &) 9r — (9r — 5,) ?r = X^ ?),; 5a) 

(^r — a?,)yr— (yr — y,)a;r=Xrr,; 56) 

(Er — h) 9* — (9r - t),) J, = Xr ?).; 6«) 

{xr — Xs)ys — {yr — y^Xs = x;r,; 66) 

(9r - 9.) h — (Sr - S,) 9* = XJ, + 3e,g).; 7a) 

(yr — yO^<— (^r — ^,)!/* = x,r, + x,rr-, 76) 

ilr—h) (9. - 50 ~ (& - EO (5r - 9,) = ® ; 8a) 

(iCr — a;,)(y, — j/r) — (a;, — ic*)(yr--y,) = "^5 86) 

a) 3e.?),fe-jO-X.?)*(Er-E,) = ^-E*.l ' Q^^ 

a) Xrr,(ir, — a;<) — X,r<(iPr — iP,) = D-Ä:„| 

6) X,r.(i/,-yO-X,r,(y.~y,) = ^-S/*;i ^ 
a) Xr?),-E. + 3£,?)rEr + 3e,?)r-E, =0, 






a) XrYrX, + XsYrXr + X,Yr'X, = 0,\ . 

6) x,r,.j/, + x,rryr + x,r,.2/, = o. j ''''^ 

28. Es sollen trimetrische Punkt- oder Linien-Coordi- 
naten in eben solche, jedoch für ein anderes Fundamental- 
Dreiseit oder -Dreieck transformirt werden, jedoch soll das 
zu Grunde liegende orthogonale Axen-System, also auch der 
Anfangspunkt unverändert bleiben, und im Inneren auch 
der neuen Dreiecksfläche liegen. Die Seiten gk des neuen 
Dreiseits seien bestimmt durch die Gleichungen 

9k^^ky + ikX—\ = 0\ 
die neuen trimetrischen Linien-Coordinaten heissen 4, und es 
wurde auch für das neue Dreiseit die Art. 23, 4a)-— 6a) an- 
gegebene Abkürzung eingeführt, so dass also 

ir\)i-is^ir=%%, la) 

und X;?); + %% + li\% = ®' 2a) 

ist. Dann hat man, um Zk durch Zk auszudrücken, da die 
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orthogonalen Coordinaten x, y des betreffenden Punktes P 
dieselben bleiben, anch die den in Art. 23, 7a), 8a) gegebenen 
entsprechenden Gleichungen 



1 = 



X = — 



y = 



V 



09,- 


- «>'.)«'. 


+ («>'. 


-9'.)/, 


, + (»'. 


-1)'.)«, 


(5',- 


-E',)«. 


+ (E's 


-li)«. 


+ (?.- 


-s'.)«'s 








a' 







Setzt man diese Werthe den in Art 23, 7a), 8a) gegebenen 
gleich, so hat man die drei Gleichungen 












^1-f 



2) 









S)' 






/, 



•^3=V^--v 



3)' '*'3> 



2)' 



•^'2 + 



»' 



•^?. 



gg gs y _J_ gs g 1 «' _I_ g 1 J 8 -' 



X 

3)S 



S)»a)' 



Man erhält daher zur Bestimmung z. B. von z^ die Gleichung 
3^?)3 ^EjDi XiDa 

r r r t t t 

(9'2-5'3)^'l + (9'3"-9'l)^'2 + (9'l-5'2)^'3 93-^ 51-^2 
(E'2-S'3)^'i + (E'3-E'i)^'2 + (E'i— E'2)^'3 Ss" El El" S2 

oder, indem man beiderseits mit 2)^ kürzt^ und die Determi- 
nante rechts in die Summe von drei Determinanten umformt, 

3E2?)3 ^EgDi 3£i^2 

^ — ^3 93 — ^1 ^1 — 92 -^1 = 

S2 E3 & El El E2 
^'1 + 



1 
SD 






92—93 93— 9i 9i— 92 
E2 E3 Es El El E2 



9'3— 9'i 93— 9i 9i— 92 
E3 El Es El El E2 



^'ß\ 3E32), X,?)^ 
+ 9'i— 9'2 93— 9i 9i— 92 
El E2 Es El El E2 

Setzt man bei der Entwickelung der Determinante links 
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3£2?)3> ^sVi7 3^1 ?)2 heraus, und wendet die Regel Art. 27, 8a) 
an, so erhält man sogleich als Werth der Determinante links 
— 3)^5 es lautet daher die linke Seite dieser Gleichung — S);8?i. 
Setzt man rechts in der den Coefficienten von /j bildenden 
Determinante, welche einstweilen kurz ©' heissen mag, lli'^\y 
^'2 — ^'3; E'2 — E's heraus, so erhält man 

e' = 3e',D'3[(Ei-E2)(93-9i)-(£.-Ei)(^i-y] 
+ (^'2-9's) [X.?)2fe-Ei)-3^ Dl (&-&)] 

oder 6' 3e',D'3[(E3-ri)(9i-y-(?.-E2)(t)s-9x)]. 

- (^'^-^'s) [XsD'xCEx-E.) - Xx?).(Es-?i)] 
+ (E'.-E's) [3E3?)x(9i -^2) - Xxg)2(93-9i)] 

oder nach Art 27, 80), 9a) 

= - ®[X',2)'3 + fe9',-E',9x) + (e'3^x-&9'3)]. 

Ebenso findet man den Coefficienten von z\ und von /j, und 
hat somit z^, ausgedrückt durch z\, z\, z\. Auf gleiche Weise 
erhält man z^ und z^, durch die neuen Coordinaten aus- 
gedrückt. 

Genau auf dieselbe Weise transformirt man die Coordi- 
naten %h einer Geraden p auf ein neues Dreieck, dessen Ecken 
G'k durch die Gleichungen bestimmt sind 

Ok ^ yk\) + 4e — 1 = 0. 
Auch hier heisse x'ry» — x\yr = XJ. Fi, 16) 

und es sei XrT, + X\Tt + Z;n = D'. 26) 

Die neuen Coordinaten von p heissen ji. 

Setzt man zur Abkürzung, analog Art. 23, 5a), 56) 

Ert)i-Eit)r=3£rg);, ji^r-Jr^; = Xig). 3a) 

XrVs — a?lyr = Xr Fi, O^ij/r — XrVi = X^ F^, 36) 

so dasB, analog Art. 27, la), 16) 

3£;g)r = - 3£.g);, 4a) X F, = - X. Fi 46) 
ist, so hat man daher die Transformations-Gleichungen: 



Digiti 



zedby Google 



- 96 — 



[Alt 28. 



'* =w • [(3E' J's+X.?)',-3e J>',+(3e' J\4-3E J's-x j'i)/, • 

+(X'x?)',4-3E.2)'x-3£,l)',)/3]; 
^» =^ • [(3e',?)'3+x,D'.-3£sD',yx+(X'3D'i+3e32)'3-3esri)^'2 

+(x',n+z,r,-z,r,)i',]; 

fe =^ • [(^'s ^'3+^ ^'i -^ ^s) ä'l+C-X's 3^1+-X^ ^'3'~^2 ^1) 8 2 

•\-{X\Y,+X,Y-X,T^)i^; 

+{X\Y,+X,T,-X,T,)i,]- 

Transformirt man umgekehrt von dem neaen Dreiseit g^g^^ 
oder dem neuen Dreieck G\G\G\ auf das ursprüngliche, so 
erhält man ebenso die Transformations-Gleichungen: 

/2=-^-[(3e,2)3 + 3£3r2-3e,2)'.)^i+(3£3?)i+Xi2)',-x,?)'»)^2 

+ (3Ex?)2 + 3E,?)'2-Xi?)',)4r,]; 

/a = -^ • [(3e.2)8 + 3£s?)'3-3E,r,)«X + (3£3?)x + 3ExD'3-X3?)'3)^2 

+ (3£xa + 3£,?l',-Xx2)'3)^3];, 
i'i = 4- • [Äy3+:x,ri-z,roax + (x,r,+x,ri.-X3r,)fc 

+(x,r,+x,r3-x,r3)83]. 

Man erkennt sofort folgendes Bildungsgesetz: In den Werthen 
von Zhy gib, 5a), 52)) erhält man den Coefficienten eines z^^ y^ 
aus dem Coefficienten des vorhergehenden Zky y^^ indem man 
die Indices der gestrichenen X, ?), X, F in cyklischer Folge 



5a) 



56) 



.6a) 



66) 
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um 1 weiter rückt, die ungestrichenen X, ^, X, Y aber un- 
verändert lässt; man erhält femer den Coefficienten eines 
0if ji in einem 0k , Jt, indem man in dem Ausdrucke für das 
vorhergehende 0k) J* in dem Coefficienten desselben z'kj J* die 
Indices der ungestrichenen X, ^, X, F in cyklischer Folge 
um 1 weiter rückt, die gestrichenen 3£, ^, X, Y aber unver- 
ändert lässt. In 6a), 6&) findet das Umgekehrte statt. 

In 5a), 5&) haben ferner alle Coefficienten von 4; ji die 
Form dlrWs + ^pWr-^pWs^ XrT. + X^Yr-X^T,, wo r, s 
zwei cyklisch auf einander folgende der drei Zahlen 1, 2, 3, 
und p eine beliebige derselben Zahlen, welche also auch 
dieselbe sein kann, wie r oder s, bezeichnet. In 6a), 6&) 
haben unter gleicher Annahme alle Coefficienten die Form 
^r% + X j; - X.?);, Xr Ys + Xs Y;—Xr Y;. Nun entsteht 
ein Ausdruck von der Form dCr% + Xp2)r — Xp^r, XrYs + 
XpYr — X^rj offenbar dadurch, dass in der Determinante 
2)', D' die Elemente jj, t)'tj x'i, y\y wenn t die dritte auf 5 
cyklisch folgende Zahl ist, mit jp, ^j,, rrp, y^ vertauscht werden, 
und ein Ausdruck von der Form Xr*?)« + X,2)^ — Xr?)^, XrF, 
+ X,i^ — Xrl^ entsteht dadurch, dass in der Determinante 
3), D die Elemente Jo ^o ^hV* ^i* &>>^i>; ^i» ^p vertauscht 
werden. Setzt man nun, um dies zu bezeichnen, zur Ab- 
kürzung: • 

x;d;+x^2);-x^?);=2);^, 7a) x;F;+x^r,-x^ f:=2);^, 76) 
Xr2),+x,?);-x.2);=2),^, sa) x,r,-f x,r;-x,r;=D,^, 86) 

so lauten die Transformationsformeln 5a), 5&), 6a), 66): 



^2 = -|- [®'l2^'l + ^'22^'2 + ^'Sä^'s]; 
82 = "^ [-^ 12a 1 + -ö 22 J 2 + i/32 S sj j 

äs = ~ff' [_-^i3ä 1 + -O 23a 2 + -D 33 J sJ ; 



9a) 



96) 



Wkissxnborn, anal. Geometrie. 
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• [Aiii + A1S2 + AiSs]; 

• [A2ai + A232 + A233]; 

• [Asäi + Asä2 + ^383]; 
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10a) 



10&) 



' 2i> -^21 "• s- ^- nicht identisch ist mit S)'. 



jy 

12) ■'-' 12» 



WO also S'i^ 

und ©jj, J>2i u. s. w. nicht identisch ist mit S^, Djg u. s. w. 
29. Zwischen den Ausdrücken 2),^, 'Sü'tp, D,p, Utp finden 
nun eine Anzahl bemerkenswerther Beziehungen statt; man 
hat nämlich folgende Gesetze: Wenn r, s, t je eine der Zahlen 
1, 2, 3 bezeichnet, ist: 

S)rr 4- ®^ + ®/r = ^5 1«) 

®',r + ®:r + %r = 2)'; la) 

D^ + D^ + D«. = D; 16) 

iXrr + iX^ + i); = D'; 16') 

0) ®„ - 2)rt = ®rt - ®'r,; 1 
b) ®„ - ®„ = S)'„ — S);.; I 

o) ©;, - S)rt = S)rt - ®„; 1 
b) S)'rr — ®;, = S)« - 2),.; 1 

O) D„ — Bn^Vn- D'r,\ \ 
b) J)rr — Br. = iyu-B'u; 1 
O) D'r, — Lfr, = Brt - Dr,] \ 

b) Ar - A, = A - A; ) 

a) S)„ • 2)« - S)rt • ®„ = 2) • 2>; 

b) 2)rr • 2)„ — 2)„ . 2),;. = 2) 






a) 2);... • 2);« — 2)rt • 2);, = 2)' . 2)rt;| 

b) 2)'^ . 2)« - 2);, • 2);. = 2)' . 2)«;| 

o) Dr, D.,- Dr,D„ = D- A<;1 
b) I)rrD„-D„-D^ = D- D'„;l 

0) A. • A — iyrtiy>. = iy-Dr,; 

b) iyrr'iy„—D'r,D'«- 






2a) 
2a) 
2b) 
2h') 
Sa) 
3a') 
3h) 
3V) 
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a) 2)„ . 2);, + ®„ • 2);. + S)rt • ^'<. = 0; 1 .. 

o) ®;^ • ®„ + 5)'„ . 2)„ + S)rt • 2)(. = 0; 1 ,. 

a) I>„ . IX« + Dr, iy„ + Dr,'Du = 0; 1 . 



b) 2y„ • D^+ D;, . D^ + D;- D«. = ir . D; J 



46') 



b) ^1 ©ir + 92®2r + ^3 ^Sr = 9r® ; 1 



tt) E'l^'ir + ?'2®V + i\^'sr = Er®'; \ 
b) ^',S)'ir + 9',S)'2r + ^'s®V = 9r®'; J 



5o') 



o) XiDir + a;j,Djr + a^ Ar = x'rB;) g,^ 

b) yi Ar + y* Ar + y» Ar = yri>; I ^ 

Ö) X lU ir "T" ^ 2-Lf ^r "T" ^s-^sr =* a?r-^ 5 1 r;7j'\ 

Wenn ferner r, s, t, bezüglich eine der Zahlen 1, 2, 3, in 
cyklischer Reihenfolge bezeichnen, so ist 

3^?)3®'n + ^%'^'n + ^x%'^'r^ = 3e;?); • S); e«) 

X'2?)'3®rx + 3E'3?)'x2)r, + 3E',2)',S)r3 = X.?), • 2)'; 6a') 

x,r3Ai + X3r,D;, + Xir,A. = xr;-A 6») 

X', Y.Br, + X'3 r'ii)^ + X', Y'iBr, = X. r, . D'; 65') 
und 

fl) fe-E3)S)n + (E3-Ei)S'r3 + fe-E2)2)'n,=(&-E;)S'n ,„>, 

b) (92-93)®'ri+(53-y®'^ + (^l-92)®;3 = (9i-9')2);/ ^ 

a) (E'2-E'3)S>a+(E'3-E'i)S)^+(E',-E',)®n.=(E-E0®';l n„'^ 

b) (9'2-9'3)®r,+(9'3-9'l)®^+(9'l-^'2)®n, = (5.-^0®';) ^ 

b) (y2-y3)^a+(y3-yi)-Dr,+(y.-y,)A,=(y;-y;)i);) ^ 

O) {x'2—x\)Dn+ix'^—x\)Dri+{x\—x\)Drs=(x,—Xi)iy-A _,,, 

b) (y 2-y 3)A,+(y 3-y'i)i)^+(y'i-y'2)^n,=(y.-2/0^;i. ^ 

Die Beweise sind folgende: 

Zu la). Nach der Art. 28, 8a) gegebenen Definition ist 
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3)^ + 2)»- + s),r = x,D, + 3e,g); — 3e,g); 

Man sieht also, dass ^^ + S)^! + ©s^ = 2), ©i^ + ®2« + 
®32 = 2); 2)i3 + 2)23 + 2)33 = ® ist. Ebenso ergiebt sich 
die Beziehung la') unter Anwendung von Art. 28, 7a), und 
16), 16') aus 86), 76). 

Zu 2 a) a). Nach 8a) in Art. 28 ist 

2)„ - 2)h = (3er?)* + 3e,2); - x^d:,) - (x,g), + 3e,g); - x,?);) 

Nach 7a) und 4a) daselbst ist 

2); - 2);. = (x;g); + x;d, - Zdd - (.^''W> + ^''% - ^'.d») 
= 3e;D,-x;g),-x;g), + x;D. 

oder nach Art. 28, 4a) 

2)'^ - 2); = - x,g); + x,d; + di,% - ?£,%. 

Es ist also 2)„ — 2)r« = 2)'« — 2)r,. 

Man hat also die Sätze: 2)i2 — 2)i3 = 2)'i3— 2)'iij, 2)33 — 2)^1 
= 2)'2i — 2)'2s, 2)31 — 2)32 = 2)'32 — 2)'3i. Ebenso erhält man 
2a') 0) aus Art. 28, 7a), und mit Benutzung von 86), 76) die 
Beziehungen 26) a), 26') 0). 

Zu 2a) b). Nach Ari 28, 8a) ist 

®^-®,. = (3e,D, + 3e;D;-3e,D;) - (3e.D, + 3e,2);-3e.?);) 
= x<?);-x,D;-x,?); + 3e,?); 

und nach la), 4a) 

2)'«-2);, = ß'r% + x;d,-x'.?),) - (dcr% + 3£;g),-3e'.2),) 
= x;D,-3e;D,-3£;D. + 3e;g). 

oder nach Art. 28, 4a) 

2)'« -2);,, = - x<?); + x<?); + x,D;-x,g); 

also 2)rr — 2)„ = 2)'« — 2»;,. 

Es ist mithin: 2)ii— 2),2 = 2)'33— 2)'32, 2)ii-2)i3 = 2)'22— 2)'23, 
2)22-2)21 = 2)'33-2)'3„ 2)22-2)23 = 2)'a— 2)'i3, 2)33-2)31 
= 2)'22— 2)'2i, 2)33—2)32 = 2)'ii— 2)',2. Auf analoge Weise 
erhält man 2a') b), 26) b), 26') b). 
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Zu 3a) a). Es ist 



^r,®., — Srt®« = 



101 



ie;^; 




1 Er^r 




1 Ei 9i 




1 Er^r 


1 E. ^. 


• 


1 Ei t)! 


— 


1 E. 9. 


• 


1 h ^'. 


1 E< 9< 




1 E< t»* 




1 E< t)* 




1 E^ t|, 



oder, nach der Multiplications-Regel der Determinanten 

l+ErEi+^r^; l + E'.E'<+^i9'« l+EiEr+^itl. 
l + ErE.+W» 1 + E.Ei+Wi l+E.E<+^.5< 
l + ErE«+W' 1 + E<E'<+^'^'< 1 + E<* +9«' 

l + ErE'<+t|r9i l + hh-\-^'>% l+E<Ei+W< 
- l + ErE>+M. l + E.E'.+9.9i 1+E.E<+W< 

l + ErE< + 9r9< 1 + E:E*+9'.^< 1+E.' + 9'' 
Entwickelt man diese Determinanten, so hebt sich die Hälfte 
der Glieder, und es bleibt: 

®r,S),,-2),(®„=(l + ErE< + M<)[(l+E<Ei+9'ti;)(l+E.iEi+Wi) 

- (l+E»E<+9i9<)(l+E.E;+^.9i)] 
+ ( 1 + E«E< + 9.5') [(1 + EiE«+t)i9<) (1+ ErEi+tlr^i) 

- (l+E<E'<+t|'5'<)(l+ErEi+9r9i)] 

+ (1 + E<' + 9<') [(1 +ErE'.+9r9i)(l+E.E;+W0 

- (l+ErE'<+5r5'0(l+E.Ei+9.9D] 
lH-ErE« + 9r5' l+ErEi+^r^i l+ErE^+Wi 

1 + E*+W< 1+E.E'.+Wi l+E.E'<+t).9i. 
l + E<'+5'' l+E*Ei+5<9i 1 + E<E'<+W 

1 Er 9r 1 E' 9« 

l E. 9. • 1 E. t)i 
1 h 9< -1 Ei 9i 
= ® • S)rt. 
Man hat so die Sätze: ®i2-®23— 2)i3 ^J^^ == ® -©'is, S),i®i3 

- ®232>11 = 2) • S)'23, 2)32®,!- ®3iS),, = ® • ®'3i, ®,3®31 " 
®21®33==S)-®'21, ®3l2)l2-S)32®n=®-®'32, ®Ä2-^12®33 

= ® • S)'i2. Die analogen Sätze ergeben sich auf ent- 
sprechende Weise. 

Zu 3a) b). Es ist' 



®„2)„— ®„2),r= 



1 Er 5r 




1 Er tfr 




1 Ei 9'. 




1 %r t)r 


1 E» 9, 


• 


1 Ei 5i 


— 


1 E. 9. 


• 


1 Ei- i)'r 


1 E* 9< 




1 E< 9« 




1 E« 9' 




1 & 5* 
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+ ^,% + ^r% - x,g); 
+ 3e.D. + 3£.?); - 3e.D; 

Man sieht also, dass %^i + SD^i + ©31 == S, ©i^ + ©j^ + 
2)32 = ®-, ®,3 + 2)23 + 2)33 = 3) ist. Ebenso ergiebt sich 
die Beziehung \d) unter Anwendung von Art. 28, 7a), und 
16), 16') aus 86), 76). 

Zu 2 a) a). Nach 8a) in Art. 28 ist 

3)r. - 2),, = {^r% + ^t% - x.d;) - (3e,g)< + ii,% - x.d;) 

Nach 7a) und 4a) daselbst ist 
oder nach Art. 28, 4a) 

Es ist also 2)r, — S)r< = ®'r< — ®r,. 

Man hat also die Sätze: 2)i2 — S)i3 = ©'13 — ®'i2> ^23 — ®2i 
= 3)'2i— 2)'23? ®3i — ®32 = ®'32 — ®'3i- Ebcnso erhält man 
2d) a) aus Art. 28, 7a), und mit Benutzung von 86), 76) die 
Beziehungen 26) a), 26') a). 

Zu 2a) b). Nach Art. 28, 8a) ist 

und nach 7a), 4a) 

2)«-S);, = (x;?); + 3e;D,-3e;Do - (3£;d; + 3e;2).-3E;g).) 

oder nach Art. 28, 4a) 

2)'«-% = - 3e,D; + X,?); + iii,%-iii,% 

also ®rr — S)r, = %t — S))^ 

Es ist mithin: ®,i— 2)i2 = ©'33— S)'32» 2)ii -®i3 = ^'22" ^'23» 

*'22 *'21 = *'33 "^31» *^22 '^23 ^^ "^^ 11 '*' 13> *^33 ''^Sl 

= ©'22— 5)'2i, ®3s— %2 = 2)'„— ®',2. Auf analoge Weise 
erhält man 2a') b), 26) b), 26') b). 
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1 e: 9: 




1 Er^r 




1 Ei ti; 




1 Ir^r 


1 h ti. 


• 


1 h ti; 


— 


1 E. t). 


• 


ie;^: 


1 h t)> 




1 E< ^i 




1 h ^t 




1 E< ^. 



Zu 3a) 0). Es ist 



®r.-S)^-S)rr®« = 



oder, nach der Multiplications-Regel der Determinanten 

|l+ErE^ + 9r9i 1 + E'iE<+9¥< l+E* + 9itli 

®r,S),,— ®rtS)„= l+E,E,H-^,9, 1 + E.E'«+W« 1+E.E«+^.^< 

1 1 + ErE« + 9r9< 1 + E<E'« + 9*9'« 1 + E<* + 9«' 

l + ErE<+W« l + E^E'«+9itl'< l+E/E< + 9<9< 
l + ErE.,+ t)r9. l+E.E^+^-9i 1+E*+W' 
l+ErE< + 9r9« l + EiE<+tl'.9< l+E<' + 9<* 

Entwickelt man diese Determinanten, so hebt sich die Hälfte 

der Glieder, und es bleibt: 

5)r.3),,-^,,®„=(i+j,E,+^,5,)[(i+E,x;+t),9;)(i+E,E;+9,9;) 

- (i+e:e<+^^9<)(i+e-e'<+9.9;)] 

+ ( 1 + E.E< + ^.9<) [(1 + E;E.+919«) (1+ ErE'<+9r^i) 

- (l+E*+9<9'0(l+ErE:+9r^;)] 

+ (1 + E<' + 9.') [(1 +ErE;+9r9;)(i+E,E;+9.^;) 

- (l+ErE;+9r9'')(l+E.Ei+9.90] 
l + ErE< + 9r9( 1 + ErEi + Wi l+ErE'<+Wi 

1 + E.E<+W' 1+E.Ei+Wi 1+E.E'<+^.5'«. 
1+E*'+^*' l+E<E;+9*tll 1 + E^E;+9*9 

1 E< t)< 
1 E» 9'« 
1 E'« 9i 



1 Er t)r 
1 E» 9. 
1 E« 5* 

Man hat so die Sätze: ©12-2)23— ©u ©^^ =t= 2)- SD'ij, 
S),,2),, — ®„2)„ = 2).®: 



2)2,2)i3 



®23®11 = ® • 2)'23, S)3,2),i- ®3i2)22 = 2) • ©'31, ©23^31 ' 



*^21*^3$' 



= ®-3)'2x, 2)si®l.-S)32®U=®-®'32, ®132)32-S'l2®33 



= 3) • ©'lg. Die analogen Sätze ergeben sich auf ent- 
sprechende Weise. 

Zu 3a) b). Es ist' 



2)„.®„-S)„2),.= 



1 Er 9r 




1 Er 9r 




1 h 9'. 




1 Er 5r 


1 E. % 


• 


1 e: 9: 


— 


1 E. % 


• 


1 Er 9r 


1 E< 9< 




1 E« ^* 




1 E/ t|, 




1 & 9« 
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oder nach der ausgeführten Multiplication der Determinanten 

1+M.+9.9. l+Ri+9.9i 1H-M<+W« 

^+yh+t)rt), i+M<+^;t)< l+E«''+^<' 

Entwickelt man die Determinanten, so hebt sich auch hier 
die Hälfte der Glieder, und es bleibt 

+ (1 + hh + ^.9<)[(l+Er?<+9'r9.)(l+M:+5r^;) 

+ (1 +E*' +9«') [(i+ErE;+^r9;)(i+M:+9.9;) 

U+Mr + M'»- l+Erjl + W^ 1 + Er& + W< 
= 'l+E.Xr + 9.9r l+M^ + W'. l + E.E< + 9.t)< 

ii+E<Er+9<5; i+e*e;+^<9- i+jr'+^<' 



1 Ir ^r 




1 E'r 9r 


1 E. 9. 


• 


1 e; tll 


1 h 9« 




1 E< ^< 



*^23 '^32 



Es ist also S)n2)22 — 3512^)21 = 2). S)'33, 2)22 3)3 

= ® • S)\i, 2)332)11 — 35gi® 13 = 2) . 2)'22. Die analogen Sätze 

3a') b), 36) b),' 36') b) ergeben sich ebenso. 

Zu 4a) a). Diese Regel ergiebt sich am einfachsten auf 
folgende Weise: Nach 3a) a) hat man die beiden Gleichungen: 
®r.2)^-2),,2)« = 25.2)',,- 
2),.2),,-2)^2).. = 2).2);,; 
Eliminirt man aus derselben 25^; indem man die obere 
mit 2)rr, die untere mit 25r< multiplicirt, und beide addirt^ so 
erhält man 

- 2),,(2)«2)„.-2),,2),t) = 2)(2),,2);, + 25^ 2)'^). 
Nach 3a) b) ist aber 2)«2)rr — 2),r2)rf = 2). 2);,; also lautet 
die Gleichung 
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oder, da 5) nicht Null ist, 

Es ist demnach S)i,S)'ig + S,2®'g2 + ©«©'ss = 0, S),i5)'is 

= 0, ®33®'3i, + ©sgS)« + 2)3i®'i2 = 0. Ebenso erhält man 
die Sätze 4o')o), 46) o), 46') a). 

Zu 4a) b). Nach 4a) o) ist auch 
also ist 

+ ^«©ir + S),r®'rr + S*,®'^ 
= (®^ + ®., +.®,,) 'S)'rr + (S)r. 

+ ®«)S);.. 

Nach la) ist aber 35rr + S).r + ®<'- = ®) '"^d ebenso ®„ 
+ S)„ + 2),, == ®, ®rt + ®,< + S)« = ©, also ist 

oder nach la) 

Es ist demnach ^u 3)'u + ©i^ S)'^, + 5)i3 ©'31 = S) ®' ; 2)2i,S)'2i, 
+ ®232)'3, + %^^'^, = 2)2)'; 2)332)'33 + 2)3i2)'i3 + 2)3,2)',3 
== 2) -2)'. Ebenso ergeben sich 4a') b), 46)6), 46') b). 

Zu 5a) a). Es ist 

-X3?)'r)+E3(3ej2+3e,D;-3ej;) • 

oder nach Art. 27, 10a) a) 



Digitized by 



Google 



— 104 — [Art. 29. 

EAr+E,%r+j3S)3r==Ei(3e3D;-x,2);)+E,(3E,?);-3e,D;) 

—h^'r-\-irt)3)+h(h^'r-lrt)2-M'r-\-irt)i) 

= ?;-s) 

Es ist also El®,, + E,®j, + £3%^ = j',®, E,®,^ + i.'S)^^ 
+ Es 2)3, = e's^), El ®.3 + J2S52S + E3®38 = E'sS). Ebenso 
erhält man 5a') a), 56) a), 56') 0), und desgleichen 5o)b), 5a') b), 
56) b), 56') b). 

Zu 6a) 0). Es ist nach Art. 28, 7o), 4a) 
3E Ja^n + ^sVi'^r, + 3e,2),®'.3 

= x,?)3(3e:D; + 3e;?), - x:?).) + x^?), oe:?); + x;?), - 3e;?),) 

+ x,g),(x;?); + x;?)3-3e;?)3). 

= 3E;?);(x,?)3+X3?),+x,D,)+xj3(3£;?)i-3e;D,)+3E3?)i(m 

-x;2).)+x,2),(x;g)3-3e;2)3) 

oder XSi^'n + 3E3?)i®'r. + 3e,D,S)'^ 

+ Si?).(3e;?)3-x:?)3) 
= x;d;.S) + x,?)3(e;9i-Ei9'<-e;9i + Ei^O 

= x:d; . ®-(E:-E;)(3e2?)39i+3£3?),52+Xxa93)+(9:-9;)(x J3E1 

oder nach Art 27, 10a) +3£3?)iE2H-Xi?)2E3) 

3e2?)3®a + XaDi®:^ + 3£i?)22)'^ = 3^:?); • s). 

Es ist also X,D3S)'„+3£3D,®',3+3ei?)22)'i3=3e'2r3'2), X^DsS)',, 
+ 3£3?)i®'22 + 3e,?).2)',3 = S'3g)',.S), X,g)32)'3, + X3D,2)'3, 

Ebenso ergeben sich die übrigen Sätze 6). 
Zu 7a) o). Es ist nach Art. 28 7a), 40) 

fe - E3)®'a + (E3 - ?i) 2)'r, + (E, - E2)S)'n. = (E2 - E3) (3^^?)'« 

+m-x'.?)i)+fe-?i)(x:?);+x;D.-3£;D,)+(E,-E2)(x;D; 

+3e;?)3-x;D3) 

oder, da sich die Glieder mit XI Di annulliren, 

(E2-E3)S)'r, + (E3-Jl)®'r2 + (Ei-E2)®^ 
= (E2-J3)(Xi?)l-XiDl) + (E3-Jl)(X;?)2-S;D2)H-(El-E2) 

(x;g)3-3e'.D3) 
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+ (^'>-^t) [(h-h)ii + (h-h)h + (El -E«)E3] 
oder nach Art. 27, 4a) a), 3a) 0) 

• .fe-&)®a + (.h-h)'^n + (El -£2)®'^ = (h-h)^- 
Ebenso ergeben sich die übrigen mit 0) bezeichneten Begeln 
in 7); die mitB) bezeichneten unter Benutzung von Art. 27, 4a) b), 
3a)B). Es ist also (h-hWn + ih-hWu + ih-h)^'^ 
= (e'2-E'3)®. (h-hW2i + (E3-Ei)S)'2, + (h-hW^s 

= (E'3-E'l)®, (E2-E3)®'31 + (E3-Ei)®'»2 + (El-E2)®'33 

= (e'i-E'2)®. _ • 

Stellt man die bewiesenen Begeln zu einer Tabelle zusammen, 

so lautet diesielbe folgendermassen: Es ist 



«1 %i + ®2i + ®3i = 3); 

\ 3),, + ®,, + 2)33 = ®; 

Ci 2)i3 + S)^ + 2)33 = ®; 

«1 ®U - 2)12 = ^'33 - ^'32! 

&1 S)l2 - ®13 = S)',3 - ^'12; 

^1 '^13 *^11 ^^ '^ 23 *^ 225 

«2 ®21 - ®22 = ®'31 - ^'33; 



h\ ®\. + S)'2s + ®'32 = ®'; 

c'i ®'is + ®'28 + ^'33 = ®'; 

a/ ®\i - ®'i2 = 2)33 - 2)32; 

61' S''l2 

Cl' ®'l, 



'*^ 13 '^13 ''^12) 

''^11 '*^23 '^22) 



h % 



2), 
2), 



23 



'^ 11 ''^13? 



a/ S)'2i - S)'.2 = 2)31 



335 



2)', 



h' ®'^ 



®' =2) 

*" 23 ■^^ll 



2)'. 



■^23 '^21 '*-' 21 '^ 23 5 

«3 S>31-®32 = 2)'32-®'3i; 
^»3 5)32 - ®33 = ®'l2 - ®'li; 



r ' 3)' — 25' =2) 

^■2 -^^ 23 *^ 21 *'21 



«3' ®'3l— ®'32 



2).,. 



Cs 2).,., - 2)„, = 2)' 



«'s' ®'32 



'32 ''^Sl ? 

3>'33 = 3)„ - 2)ii; 



2)' 



^3 '^33 '^31 "^22 '^ 21 ) 

»1 ®u^22-®Ät = ®-®'»s; 

b, 2),A3-^13^22 = S)-^'l3; 
Cl ®i3®21-®n2>23=®-^'23; 

«2 2),i2)33-2),,2)3i=2).2)', 



r ' ®' — ®' =25 — 25 • 

^-3 •*-' 33 '*^ 31 *^22 *'21 J 



2)' 



S)'l3®'22=®' 



' 81? 



3),,2). 



33 '^^11 



«1' 2)\.2)',,-2)\,2)',i 

6/ ®'l2S)'23 
Cl' ®'l3®'2 -^'llS)'23 = ^' 

«2' 2)',,2)'32-2)',,2)'3i=2)' 
V S)',22)'33-2)'^2)'32=2)' 

C2' ®'23S)'3i-2);i2)'33 = 2)' 

< ®'3l®'l2-25'32®'ll=S'' 
.V S)'32®'l3-®'33®'l2 = S)' 

< ®'332)'u-2)'3,2)\3=2)' 
«1 S)n2)'ii + 2)i,2)',i + 2).32)'3i = 2)-- 2)'; 

«•l ®2l®'u + ®22®'21 + ■®23 2)'3i = 0; 

Ci ®ai^'ii + 2)3,2)',! + 2)332)'3i = 0; 



^2 ^^%3 -, 25,32)32 = 2) • 2)'a; 

^2 2),32)3i-2),i2)33 = 25.2)',i; 

«3 2)3i2),,-2)3,2)u = 2).25'3,; 

&3 2)3,2)13 -2)s32)i, = 2). 2)'„; 



S)3A3 = 2).2)',„ 



33 



2), 
2)i. 

S),8 
®31 
2)u 

2): 
2), 

2). 

2), 



21 



32 



22 



1) 



■2), 

®i3;[ II) 

2), 
2), 



III) 
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«2 '2)n®'l2 + ^12®'22 + 3)is®'s2 = 0; 

h ^n^'n + ®22®'22 + ®23®'32 = ® ' ®'; 

C2 ^3i®'l2 + 2)32S)'22 + 2)33 ®'32 = 0; 

«S ®n2)'l3 + ®122)'2J + ®13®'33 = 0; 

*3 ®2l2)'i3 + S)22^'23 + S),8®'83 = 0; 

«3 2)31 ®'i3 + ^Zi^'22 + ®3s2)'s3 = ®®'; 

«1' 2)'„Su + ®',,®,i + ®',3®3, = S)'S); 

V ®',i®a + ^'22^21 + ®'«®3i = 0; 
< V',i^n + ®'32®« + 2)'33S)3i = 0; 

< ®'uS>12 + ®'l2®22 + 2)',3S)3, = 0; 

V ®'21®12 + ®'22®22 + 2)',3®32 = 2)'S); 
C2 ®'31®12 + ®'32®22 + ©'332)32 = 0; 
«3' 2)'u®i3 + ®'l2®23 + ®'l3®33 = 0; 

V 2)',iS)„ + S)',,S)^ + ^'^2)33 = 0; 

< ® «©13 + 2)'32®23 + 2)'33S)33 = ^'^■ 



«1 ?i2)ii + h^2i + £32)31 = E'iS); 

h Ei®i, + Jb2)s« + h'^,2 = J'ä®; 

Ci Ei2)i» 4- h^23 + 6.2)33 = £3$); 

«2 >)i2)ii + tl^S)« + 1)32)3, = ^'i2); 

62 9i2)is + ^22)22 + ^32)32 = 9'2 2); 

C2 5i2)i3 + 9*2)23 + ^3^33 = ^'s®; 

&/ E'i2)',, + j',©'^ + e'3 2)'3, = E,®' 

Cl' E'»2)\3 + J',®'^ + E'3®'33 = E3S)' 
«2' 9'l2)'„ + 9',®',, + 9'3®'3, = 9,®' 
V 9'l2)',, + 9',S)',, + ^'3®'3, = 5,®' 

c: 9'l2)\3 + 9',®'^ + t}',^'^ = 93®' 



V) 



« ^%^'n + X3?)i2)'x. + XiD,®\3 = X'2D'32); 
6 3E,a2)'2i + X,^A^'^. + i'i?)22)'« = X'3?)',®; 
c 3iS,'^\x + X38i2)'32 + 3E,?),®'33 = 3e\D'22); 

«' x-^D'sS).; + r3?)',25i; + *-',?)'.®,3 = 2.D325'; 

6' 3£',?)'3®« + äV?)'i2).^ + X'x?)'22^23 = 3f3?)x25'; 
c ^2Ws^n + 2t"3r.2)32 + 3f\?)',®3, = 3E,a2)'. 



VD 
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VII) 



h (h-h)^'21 + (h-hW22 + (h-h)^'2Z = (E's-E'i)^ 

<i (E2-E3)2)'3i + (E3-Ei)®'s2 + (Ei-E.)®'»s = (e'i-E'2)® 

«2 (92 - 93)^'ll + (.h-^lWx2 + (9l - 92)®'lS = (9'2 " ^'3)® 
«»2 (^2 - 93)S)'21 + (53-9l)®'22 + (9l " 92)2)'23 = (^'s-^'l) ^ 
^2 (92- y ^'si + (93-9l)S)'3s> + (9l - 92)®'33 = (9'l-9'2)» 

«x' (?'2-E'3)S)n + (E'3-E'i)S)x2 + (E'x-E'2)»x3 = (E2-E3)®' 

W (E'2-?'3)2)21 + (E'3-?'l)®22 + (E'i-E'2)®2S = (h-^lW 

< (E'2-E'8)®31 + (E'3-E'i)®»2 + (j'l-?'2)®33 = (E1-J2)®' 

< (9'2-9'3)S)ll + (9'8-9'l)®l2 + (9'l-9'2)2)i3 = (92-y2)' 
V (9'2-9'3)®21 + (9'3-9'l)®22 + (9'l-9'2)2)23 = (^S-^l)®' 
C/ (t)'2-9'3)^31 + (9'8-9'l)®32 +_(9'l-9'2)®33 = (^J-^ä)^' 

Genau ebenso, nur mit lateinisclien Buchstaben, lauten die 
entsprechenden Regeln für trimetrisclie Linien-Coordinaten. 

30. Während die in Art. 23, 9a), 96) aufgestellten 
Gleichungen des Punktes in Punkt-, und der Geraden in 
Linien-Coordinaten offenbar nicht homogen sind, lässt sich 
umgekehrt mit Hilfe der dort aufgestellten Sätze 7a), 8a), 
76), 8&) der Gleichung der Geraden und des Punktes eine 
homogene Gestalt geben, wenn man sich bei ersterer der 
Punkt-, bei letzterer der Linien-Coordinaten bedient. Es sei 
nämlich die Gleichung einer Geraden 

i> = 52/ + E^-l=0, 
so erhält man, indem man für y^x^ 1 die Werthe Art. 23, 7a), 
8a) einsetzt, die Gleichung 

[(E^2-E2^) + fetls-Es^ + (Ss^— Eyi^i j 

+ [(Ei5-E5i) + (Etl3- Es^) + (Es^i - Jiy^2 1«) 

+ [(Ei^2-E2^i) + fe^-Ey + (Etli-Eit|)]^3 = 0.) 
Man bemerkt sogleich, dass der Coefficient von z^ dadurch 
entsteht, dass in der Determinante 2)) Art. 23, 4ajCi, ^^ mit 
E, ^ vertauscht sind, dass femer die Coefficienten von ^g; H 
aus derselben Determinante hervorgehen, wenn man j, ^ an 
die Stelle von bezüglich E2? ^2; Es? ^3 setzt. Multiplicirt und 
dividirt man den Coefficienten von ^i mit (E253"-E3^2)I^E^+^^ 
und entsprechend die Coefficienten von ^2; %> ^^d* dividirt 
man dann noch die ganze Gleichung la) dureh S), so nimmt 
der Coefficient C^ von z^ die Form an 
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(Ji^2 - J2 ^1) + fe ^3 - h ^2) + (Ja ^1 - Ji ^3) ^ *= ^ ^ 

Nach Art. 21, 5a) ist aber der aus den beiden ersten Factoren 
gebildete Ausdruck nichts anderes, als die Höhe, welche in 
dem von ^g? ffsj P gebildeten Dreiseit G^K^K^y Fig. 11, von 
(?! auf p gefällt ist, oder also die dort mit XO^ bezeichnete 
Länge. 

Der dritte Bruch ist nach Art. 21, 5a) , wo 

\ die von G^ auf ^^ gefällte Höhe im Dreieck G^G^G^ ist; 

—;— =: ist aber nach Art. 21, 3a) die von auf q. ge- 

fällte Senkrechte r^, mithin lässt sich der dritte Bruch schreiben : 

-^. Der letzte Factor Yf + )f endlich ist nach Art. 23 
"'1 

— , wo r das von auf p gefällte Loth ist. Es lautet daher 
der Coefficient C^ 

oder, nach Art. 23, 16) 

^1 — "äT äi 

und analog die Coefficienten von z^^ z^. Man kann daher der 
Gleichung la) die Gestalt geben: 

Erweitert man den ersten Bruch noch mit g^^ den zweiten 
mit g^y den dritten mit ^3, bedenkt, dass gji^ =z g^Ji^ = g^h^ 
der doppelte Inhalt D'des Dreiecks G^G^G^ ist, und multi- 
plicirt die ganze Gleichung mit D, so nimmt sie die Form an : 

' ^'i^'iäi^i + 5^2^252^2 + ^3*^353^3 = 0. 2a) 

Eine andere, mehr geometrische, Ableitung dieser Gleichung 
ist folgende: In Fig. 11 ist offenbar 
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Da nun tt)i || tüg || tüg ist, hat man sogleich 

Nimmt man nun auf p einen Punkt P an, so hat man, weil 
AKiM^PcoAK^N^ 6?2 oder cv A Äi iVg Gg, da femer A Z^üf^P 
cv A K^N^G^ oder cv A K^N^G^, und da A K^M^Pc^ A ZsiVi^i 
oder CO AK^N^G^ ist. 

Nun ist aber M^P = — w^, M<^F = w^^ M^P = w^, also 
hat man 

^^^=— «/-n,. -" ^^^=1^.^^-- ^sP=TÄ:-s. tt) 

Femer ist K^P—K^P=K^N^—K^N^, K^P+K^P^K^N^ 
+ K,N^, KsP-j-K^P=K^N^-{-K^Ni, oder nach f) und ft) 



+ i;^l/^x*-(««-«'3)*5 

Multiplicirt man die zweite dieser Gleichungen mit tü^, und 
subtrahirt von ihr die dritte, nachdem man dieselbe mit tüg 
multiplicirt hat, so erhält man 
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Multiplicirt man diese mit tog, und subtrahirt sie von der 
ersten ; nachdem man diese mit tü^tog multiplicirt hat, so 
erhält man 

oder, nach Art. 23, 2a), 26) 

9ini^i^i + ^2^ä2^2^2 + ffsns'^s^s = 0, 
oder 9iriii^i + 5^2^282^2 + ffs'^sh^s = 0, 

welches die Gleichung 2a) wieder ist. 

Ist femer die Gleichung eines Punktes P 
P = 2/t| + a;E-l = 0, 
so erhält man, indem man für 5, j, 1 die Werthe Art. 23, 
76), 86) einsetzt, die Gleichung: 

[(xy^—x^y) + (x^y^—x^y^) + {x^y—xy^)]i^ | 

+ fey— ^yi) + (^2/3— %2/) + (^32/1— ^1^3)182 1&) 

+ [(^1^2-^22/1) + (^22/ — ^2/2) + (^2/1 — ^i2/)]ä3 = O5) 
Auch hier sieht man sogleich, dass die Coefficienten von 
Ji, Ja» h dadurch entstehen, dass man in der Determinante D 
Art. 23, 46) bezüglich x^^, y^, x^, y^, x^, y^ mit x^ y vertauscht. 
Denkt man sich in Fig. 10 P durch gerade Linien mit den 
Ecken des Dreiecks G^G^G^ verbunden, so sieht man aus 
Art. 21, 66), dass der Coefficient von j^ der doppelte Inhalt 
des Dreiecks G^PG^ ist, dessen Ecken die Coordinaten ^^2,^2) 
X, y, iCg, ^3 haben, dass ebenso der Coefficient von J2 der 
doppelte Inhalt des Dreiecks G^PG^j und der Coefficient von 
J3 der doppelte Inhalt des Dreiecks G^PG^ ist. Nun ist aber 
auch der doppelte Inhalt von G^PG^ = giW^, der von G^PG^ 
== fl'2^2? ^®^ ^^^ G1PG2 = g^w^. Man kann daher die Glei- 
chung 16) auch schreiben 

S'iW^iäi + 5^2^282 + g^^zh = 
oder, nach Art. 23, 2a) 

gi^i^ih + 92'^2^2h + gs^s^sh = 0. 26) 

Es ist also dieselbe Gleichung 2a), 26), die einer Geraden in 
Punkt-Coordinaten, und die eines Punktes in Linien-Coordi- 



Digiti 



zedby Google 



Art. 30.] — 111 — 

naten. Nur sind im ersteren Falle die j constant, die z ver- 
änderlich, im letzteren Falle die z constant, die j veränder- 
lich. Im Folgenden soll stets die als veränderlich zu den- 
kende Grösse zuletzt gesetzt werden, so dass also ^i^iJi^i 
+ ^2^2X2^2 + ^8^383^3 = ö ^^® Gleichung einer Geraden in 
Punkt- Coordinaten, g^r^z{}^^ + g^r^z^i^ + 5'3*'3^3ä3 = die 
Gleichung eines Punktes in Linien-Coordinaten bezeichnet. 
Da in der Gleichung 2a) j^, jg? äs ^^^ homogenen Linien- 
Coordinaten der Geraden p, Fig. 11, waren, und da in der 
Gleichung 26) z^^ z^y z^ die homogenen Punkt- Coordinaten des 
Punktes P, Fig. 10, waren, gilt für erstere natürlich die in 
Art. 23, 96), für letztere die daselbst 9a) aufgestellte Glei- 
chung. Setzt man also in der Gleichung der Geraden 2a), 
und in der Gleichung des Punktes 26) kurz 

9krkh = Ckj 3a) gkVkZk = C*, 36) 

so dass die Gleichung der Geraden lautet 

(^ih + <h^2 + ^3^3 = 0, ^ 4a) 

die des Punktes CiJi + ^2h + hh = 0, 46) 

so ist d + Cg + Cg = D, 5a) 

Ci + C2 + C3 == D. 56) 

Da die rechten Seiten der Gleichungen 2d), 26), 4a), 46) Null 
sind, können die linken je mit einem beliebigen constanten 
Factor Ä, f, multiplicirt werden, so dass sie die Form annehmen 

Tcc^z^ -f hc^z^ + Ic^z^ = 0, 

Kii + ^^h + tC3ä3 = 0. 
Dann aber ist die Coefficienten- Summe nicht mehr D, son- 
derji bezüglich TcB, IB. Die obigen Formen 2a), 26), oder 
4a), 46), wo Cjc, C* die in 3a), 36) gegebene Bedeutung hat, 
soll jedoch für gewöhnlich angewandt, und als Normal- 
Form bezeichnet werden. Ist die Gleichung einer Geraden 
oder eines Punktes gegeben in der Form bezüglich 

c>i + c>2 + c>3 = 0, 6a) c'i Ji + c'aäa + c'3 J3 = 0; 66) 
und soll sie auf die Normalform reducirt werden, so stelle 
man sich jedes c , c' vor als c, c, multiplicirt mit einem noch 
unbekannten Factor Ä, !. Nun ist 
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^'i + c'2 + ^'3 = *^; c\ + c'2 + c'3 = fZ), 

also Ä; = /^+^-+^, 7a) * = '' +-^-±A. 76) 

Mit diesem Factor also ist die gegebene Gleichung bezüglich 
6a), 66) zu dividiren, so dass man erhält 

77+7: +77^*^+77+17+77^*^ + 77+^+77^*»==^- «^) 

Ist das aus 7a), 76) sich ergebende Je, f gleich 1, so besitzt die 
gegebene Gleichung bereits die Normal-Form. 

Soll eine durch die Gleichung 2a) bestimmte Gerade p 
construirt werden, so hat man offenbar das in Art. 24 an- 
gegebene Verfahren zur Construction einer durch die dortige 
Gleichung 16) repräsentirten Geraden anzuwenden. Ist die 
Gerade p durch eine Gleichung von der Form 4a) bestimmt, 
so berechne man zuvor aus 3a) die Werthe von jjt, indem 
sich ergiebt ^ 

Ist die Gleichung der Geraden in der allgemeinen Form 6a) 
gegeben, so reducire man sie zuvor auf die Normal-Form. 

Soll ein durch die Gleichung 26) bestimmter Punkt P 
construirt werden, so bediene man sich des in Art. 24 an- 
gegebenen Verfahrens zur Construction eines durch die dor- 
tige Gleichung la) repräsentirten Punktes. Ist P durch eine 
Gleichung von der Form 46) bestimmt, so berechne man 
zuvor aus 36) die Werthe von rk0k, indem man hat 

Ist die Gleichung des Punktes in der allgemeinen Form 66) 
gegeben, so reducire man sie erst auf die Normal-Form. 
31. Es soll die Gleichung der Geraden p 

auf ein anderes Fundamental -Dreiseit mit den Seiten gt, 
jedo'ch mit Beibehaltung des Anfangspunktes der ortho- 
gonalen Coordinaten transformirt werden. 
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Zu diesem Zwecke wären für alle z und j die in Art. 28, 
9a), 96) gegebenen Werthe einzusetzen. Da jedoch in diesen 
verschiedenartige Grössen, 3)' und 27, vorkommen, sind zu- 
nächst entweder alle 2)' durch 2)', oder alle D' durch %' 
auszudrücken. Wählt man das letztere, so hat man folgende 
üeberlegung: D' bezeichnet den doppelten Flächeninhalt des 
neuen Dreiecks, ausgedrückt durch Punkt- Coordinaten x\y\ 
derselbe lässt sich aber auch durch orthogonale Linien-Coordi- 
naten ausdrücken, und man hat nach Art. 26, la) 

V = -^. 



Nun hat jedes j^ in Art. 28, 96) die Form 

indem r, s, t die Zahlen 1, 2, 3 in cyklischer Aufeinanderfolge 
bedeuten; vermöge des Werthes von D' ist nun also 

Nach Art. 28, 76) ist aber 

-D'^r = {Xrys— X'sy'r) + {x^yr — Xr])^ + {Xry'r — Xryr) 
oder Dftr = {x'ry's — Xsy'r) + Xr{yr — y^ — yr{Xr—Xs\ 

Bringt man nun in den Gleichungen Art. 21, 26) die Nenner 
auf die andere Seite, so sieht man sogleich, dass 

y'r—ys = — itix'rys — Xsy'r) y Xr-'Xs = "^t^Xr^js— X^y^ 

ist. Es lautet also der Ausdruck für D\r jetzt 

24 =. {Xrys — Xsy'r) (1 — Xrit — yr'i^t), 

oder, indem man für Xr, yr ihre Werthe, ausgedrückt durch 
j, 9 nach Art. 21, 2a) einsetzt, 

= (Xrys—Xsyt) 



oder Ktr = ^'r y« • 



K% + ^tW-KWt 



oder nach Art. 28, 8a) 

Vtr = XrTs' -J-^- tt) 

WxissBKBOBN, anal. Geometrie. 8 
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Nach Art. 26, 2b) ist aber Xr Y's=gWh also hat man schliesslich 



Mithin ist nach f) 

, ^iDä •^8?)8 "^sDi . ^ fv«-' T\ i'_l_«VTl ±'J-n'r'T\ i'l- 

är=- ^r- YW L^'' " ^"■i'-r9>^' *Jr>h-rffft ^rthj 

Es lautet daher die Gleichung ^ririJi^i +gir^h^^ +5's»'3äs^3==ö, 
indem man für g^Ti, g^r^, g^r^ ihre Werthe aus Art. 26, 2a) 
einsetzt 

+iTOr- "'^''•'g''"'-^- •lj;{g>\^.^\+//A8'.+/3r,^.3S-3] 

' 3e,Ds-3esgi ®'2 . sEiDj [^ i^i*'3i«iT-y 2^ «'^3282^-^3»^ 3*^33 ssJ 

• ^ • [2)'xs/i + ^'23/2 + »'äs^'ä] = 0, 

"^'^ ^&S'S' • J^i[g>'l^"ä\ + ^>'2®'l2ä'2 + /3^'3®,3ä'3] 

•[3)'u^',+®'2X^'2+®'3l/s] 
+ [gVl'^21 i'l + fi'y2®22ä'2 + ^>'3®23ä'3] [^'u^^'l + 2)'22«'2 + ^'s^^'s] 
+ [//l^Slä'l +5'>'2®32ä'2 +/3^'3®33i'3][®'lS«'l+S)'23«'2 + ®V3])=0. 

Multiplicirt man die inneren Klammern aus, so dass man 
erhält 

und wendet die Sätze Art. 29, IV) von a^' bis Cg' an, so 
annuUiren sich alle Glieder mit Ausnahme der Coefficienten 
von g\r\i^z\, 9\r\i^z\, g\r\^^8\, welche den Werth ®'® 
erhalten. Es lautet also dann die Gleichung: 
^* ^'\&2 '^'^^'z'^Wi [f ' ,' ' _i ' ' ,' ' j_ V y*.' a' /y' 1 n 

3^l?)2-3^2?)3-3S3?)i * ®'' L^l^ldl'^l-ry2^2Ö2^2-ry8^3Ö3^3j — ^? 
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oder nach Art. 26, la) 

-^ • [^>'iä'i^'i + 9\'r'tit^\ + 9\^\iz^'^ = 0. 

Drückt man umgekehrt alle 3)' durch D' aus, so lautet 
die Rechnung folgendermassen. Aus Art. 26, la) folgt 

Nun ist x;g); = j;^;— E;ti; 

oder nach Art 21, 26) 

^ 

oder nach Art. 26, 26) Xr?)« = -/-/ — t-t 



B' 



Ebenso ist x;?); = ^^^^^; x;^; = ^^^j 



♦♦«"v 



S)'=-7-r 



D'« 







folglich 

Nun hat jedes Zr in Art. 28, 9a) die Form 

oder also, vermöge des Werthes von 3)' 

Auf dieselbe Weise wie früher findet man nun mit Hilfe der 
Gleichungen Art. 28, la), Art. 21, 2a), Art. 21, 26), Art. 28, 86) 

A)tr ^^^^ **'r £/Ä * y y / 

Man hat also jetzt 

odier, nach ***) 

^/r-oys-y'/i 1 r B' ^ , _j :^ j. . 



^s^t 



^.[x;2);i).^;+x;?);2).x+x;g);i)./,] ' 



oder 



8* 
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oder endlich nach Art 26, 25) 

«r = ^.- • — — • \9'rr'rJ)rre'r-\-gW,DrJ, + gWtI>rie^ 

Es lautet daher die Gleichung ifi^iäi^i + gtr^h^^ +S's»'sä3^s 
= jetzt, 

gi ^i-W- [•ö'ii ä'i + D'n ä'2 + ^81 i'^j-W"^' t''« *"'i -^11 ^'1 

+ gz^a • ;^ • [^isä'i + A23 j'g + iXjsä's] ■^"^^' [5''i*''i Aif 1 

+ S''2»"'2 As^'s +S'>'sA3«'s] = 0; 
oder 

^ • {[-D'iiä'i + Ajiä'a + i>'3ij'3][5'>'i Ai«'i + g'»*-'il>ii^2 

+ ^>'3As«'3] 

+ [D',,ä'i + D'^ä', + iy,,i\][g\r\D,,e\ +g\r\B^z\ 

+g'z'r\I>^e'^ 

+ [•D'isä'l + Aäsä'a + -Z>'38ä'3] [^''i^'i Ai^'i + S''«»*'« As«'« 

+ 5''s»"'3^33«'3]} = 0. 

Multiplicirt man hier die inneren Klammern aus, so dass 
man erhält 

i-. {^>'iä'i^'i[^'n Ai + l>'i2 Ai + l>'i3 Ai] 

+ ^>'iä>'i[-ö'2i Ai + -^'22 Ai + -D'23^'1] + •••)= 0; 

und wendet wiederum die Sätze Art. 29, IV) von a\ bis c\ 
an, 80 annuUiren sich ebenfalls alle Coefficienten mit Aus- 
nahme derer ^on g\r\^ ^z\, g\r\i^z\, g\r\^^z\, welche den 
Werth DD erhalten. Es lautet also dann die Gleichung: 

-^\p\r\ii^\ +5'>'2ä>'2 + 5'>'3ä>'3] = 0; 1«) 

welches dieselbe ist, wie die früher gefundene. 
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Soll die Gleichung des Punktes P 

auf ein anderes Fundamental-Dreieck mit den Ecken G'k, mit 
Beibehaltung des Anfangspunktes der orthogonalen Coordi- 
naten, transformirt werden, so erhält man selbstverständlich, 
man mag alle 1/ durch 2)', oder alle 2)' durch ZX ausdrücken, 
wieder die Gleichung: 

JJ r r f r ^f I '''^' I f//^"| r\ ^7^ 

^L^l^l^läl+^2^2^2i2+fl'8^3^3ä3j = 0. 16) 

Man sieht daher: Transformirt man die Gleichung der Geraden, 
oder des Punktes, Art. 30, 2a), 26) auf ein anderes Dreieck, 
ohne während der Rechnung die ganze Gleichung durch einen 
Constanten Factor zu erweitem oder zu kürzen, so erhält 
man die entsprechende Gleichung für das neue Fundamental- 
Dreieck, multiplicirt mit dem Quotienten des (doppelten) 
Inhalts des ursprünglichen und des neuen Dreiecks. 

Der Quotient -jy ist zugleich die Determinante oder der 

Modulus der linearen Substitution Art. 28, 96). Heisst nämlich 
derselbe M, so ist 



i>/= j'i 



77 n' TY ' 

■^ Vi -^22 -^32 

Tf TV Tf \ 

-^13 ^^23 -^ 33 I 



oder 

M^^[iy,,{Lf,,iy,,-B\,D\,)+iy,,{iy,,iy,,-iy,,iy,,) 

+ D'3,(D',,ir,,-iy,3D',,)] 

oder nach Art. 29, III) h\y h^^ h\ 

üf = ^ [i> u • -ö' • Ai + ^21 • ly • Di2 + J^',1 • ly • A J 
= i--. [Ai^'ii + ih^iy 21 + As^si] 

oder nach Art. 29, IV) a^ 

also M=-^' 

32. Sind P^, P2 zwei Punkte mit den Coordinaten ^^j, 0^^^, 
^31) -2^12) ^2'>j; ^32? ^^^ soll die Gleichung der Geraden gesucht 
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werden, welche sie verbindet, so muss dieselbe die Gestalt 
haben g^ r^ j^ z^ + g^ r^ Ja z^ + g^ r^ ja z^ = 0. In derselben sind die 
j^ unbekannt. Um sie zu finden, hat man zu erwägen, dass 

sein muss (Ari 23), und dass ferner sowohl % als % der 
vorausgesetzten Gleichung genügen muss, dass also auch 
sein muss 

2) S'i^iäi^n +0^2^2X2% +^3^3ä3% = 0; 

3) girihz^2+92^2h^22+ffs^3h^32 = 0. 

Sieht man in diesen Gleichungen gkrtik als Unbekannte an, 
so ergiebt sich, wenn man kurz die Determinante 

1 1 1 



setzt, 

D 

9irdi = E 



^ai ^! 



*12 -«^22 



Z99 Zs 



= E 



*'21 "^31 
^22 % 



5 ^2^282 — ^ 



^32 ^12 



_B 

5 ^3^383 — ^^ 



^12 % 



und die Gleichung der Geraden lautet daher 

Dies ist die gesuchte Gleichung, und zwar wegen 1) in der 

D 



Kürzt man durch ^, so lautet sie 



Normalform. 

(%^32 — %%)^l + (%% — %%)^2 + (^11%— % ^12) ^3 = 0. 

Sind femer zwei Gerade 'p^y 'p^ mit den Coordinaten j^^i, J;t2 
gegeben, und soll die Gleichung ihres Durchschnittspunktes 
gesucht werden, so weiss man, dass dieselbe 'die Gestalt haben 
muss g^r^z^l^ + (/2^2^2h+93^s^sh = 0. In dieser sind die Zk 
unbekannt. Um sie zu finden hat man die drei Gleichungen 

1) 91^1^1+92^2^2+93^3 = ^'^ 

2) S'l^l^läll +5^2^2^2321+5^3^3^3^31 = Oj 

3) 5^1^1^1812 +92^2^2i22+93^3hh2 == 0. 

Setzt man die Determinante 

1 1 1 

Jll ^21 $31 
Jl2 $22 $32 



la) 



2a)' 
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SO erhält man als gesuchte Gleichung in Normalform 
^ (J21 S32 hl 822) äi ~r @" (isi äi2 äii 832) äa + @" (äii 822 ä2i 812) h = ^5 1^) 
durch -^ gekürzt aber, 

Cä2i 832 äsi S22) äi "1 (äsi äi2 in 832) 82 1 (in 822 821 812) äs = ^' ^^) 

33. Um die Coordinaten ^k des Durchschnittspunktes 
zweier Geraden 

Pi=9iriixi^n +5^2^2821% +^'3^3831% = 0, 
P2 ^^1^1 äi2% +^2^2822% +^3^3832^32 = 
zu fitiden, hat man die Bedingungsgleichungen: 

1) 9iVl+ 92^2^2 +^3^3^3 = A 

2) 5^1^1811^1 +^2^2821^2+^3^3831^3 = 0, 

3) 5^1^812^1 +5^2^2822^2 +^73^3832^3 = 0, 

aus welchen für irgend eins der drei 0, z. B. für ^t folgt 



(^21832 831 822) + (831812 — 811832) + (811822 821 812) Ht'^i 

Sollen die Coordinaten j* der Verbindungsgeraden zweier 
Punkte 

Pi = 9 trx^nln+ 92^2^2x121 +9sVsihBi = 0; 

P2 = ^1^^12812+5^2^2^22822 +5^3^3^2832 = 
gesucht werden, so ergiebt sich aus den Bedingungsgleichungen 

1) 51^181+5^2^282 +5^3^383 = -0; 

2) 5'i^i%8i+^2^2%ä2 + 53^3%83 = 0; 

3) 5l^l%8l +92V22h+9s^S^32h = 
n **2 «1 r2 ^ -t^ -j j\ 

*' ~ (^21 ^32 — -^31 ^22) + (^31 ^1 2 — ^1 1 ^32 ) + (^11 ^22 —-2^21 ^^12) ' 9t^t' ^ 

Sollen die Geraden p^^j p^ parallel sein, so müssen die 
Coordinaten ihres Durchschnittspunktes der Gleichung eines 
unendlich entfernten Punktes genügen, es tritt daher an die 
Stelle der Bedingungsgleichung 1) nach Art. 25, 3a) die 
Gleichung 

51^1^1 +5'2^2^2 +5'3^3^3 = 0, 

und es muss also der Nenner des Bruches in \d) Null sein, 
nämlich es muss sein 



Digiti 



zedby Google 



— 120 — [Art. 33. 34. 

1 1 i! 

in hi hl =0. 2a) 

ii2 h2 hf 

Sollen die beiden Punkte Pj, Pg auf einer durch den 
Coordinaten- Anfangspunkt gehenden Geraden liegen^ so tritt 
an die Stelle der Bedingungsgleichung (/ir^Ji +5^2^2*2 +0^3 ^3^ 
= D nach Art 25, 36) die Gleichung 

fl'i^iii +^2^282 +5^3^383 = 0. 
Es muss daher der Nenner des Bruches in 16), nämlich 
die Determinante 

111: 
% % % =0 26) 

^12 ^22 ^32 

sein. 

34. In Bezug auf die soeben angewandten Gleichungen 
3a), 36) des Art. 25 mag noch Folgendes bemerkt werden: 
Wie schon in diesem Art. angedeutet ward, hat man stets 
verschiedene unendlich entfernte Punkte sich vorzustellen. 
Denn es müssen zwar, wenn ein Punkt unendlich entfernt 
sein soll, die Coordinaten unendlich gross sein, allein es 
muss eine oder zwei derselben negativ sein. Stellt man sich 
nun vor, es sei ;Sfi = — cx), jsr^ = + cx), j^g = -|- cx), so hat 
man nach Art. 24 irgend einen unendlich entfernten Punkt 
des von g^ einer- und den Verlängerungen von ^2 ^^^ ^3 
andererseits gebildeten Theils der Ebene anzunehmen; stellt 
man sich vor, es sei ^1 = — 00, ^2^= — ^^y ^3 = + ^^; so 
hat man irgend einen unendlich entfernten Punkt des vom 
Scheitelwinkel des Dreieckswinkels G^ gebildeten Flächen- 
raums anzunehmen, u. s. w. Hingegen hat man nur eine 
einzige unendlich entfernte Gerade anzunehmen, denn nach 
Art. 25, 26) tritt eine solche* nur dann ein, wenn j^, jg? Ja 
zugleich den Werth 1, und zugleich alle drei das positive 
Zeichen besitzen. Aus Art. 24 erhellt, dass man sich diese 
unendlich entfernte Gerade als irgendwo ausserhalb des 
Dreiecks in der Ebene desselben in unendlicher Entfernung 
vorzustellen hat. Ebenso hat man sich verschiedene durch 
gehende Gerade unter der Gleichung Art 25, 36) vorzu- 
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stellen, denn es ist beliebig, welche zwei Dreiecks- Seiten sie 
in inneren Punkten, und in welchem Verhältnisse sie die- 
selben theilt. Dagegen ist der Coordinaten- Anfangspunkt nur 
einer, denn nach Art. 25, 2a) müssen seine Punkt-Coordinaten 
^17 ^2? ^3 ^^^ Werth 1, und zugleich das positive Zeichen 
besitzen. 

Es lassen aber die Gleichungen Art. 25, 3a), 36) noch 
eine andere Auffassung zu: Setzt man nämlich in ^ier für 
Punkt-Coordinaten aufgestellten Gleichung der Geraden 
Art. 30, 2a) äi = Jg = äs = 1? so erhält man die Gleichung 
der unendlich entfernten Geraden, und diese lautet ^i^i^i + 
92^2^2 "h ffs^s^s = ^j 3,lso ebenso wie die Gleichung eines un- 
endlich entfernten Punktes in Art. 25, 3a). Setzt man ferner 
in der für Linien -Coordinaten aufgestellten Gleichung des 
Punktes Art. 30, 26) 0^ = 0^== 0^ = 1^ so erhält man die 
Gleichung des Punktes 0, und diese lautet S'i^iJi +5'2^2i2 + 
^3r3j3 = 0, mithin ebenso, wie die Gleichung einer durch 
gehenden Geraden in Art. 25, 36). Man sieht also: Die 
Gleichung g^r.z, +g^r^z^ +5'3^3^3 = la) 

kann betrachtet werden sowohl als Gleichung eines Punktes, 
wie als Gleichung einer Geraden. Im ersteren Falle bezeichnet 
sie einen unendlich entfernten Punkt, im letzteren die un- 
endlich entfernte Gerade. Die Gleichung 

S'inäl +0^2^282 +^3^3^3 = ^ 16) 

kann betrachtet werden sowohl als Gleichung einer Geraden, 
wie als Gleichung eines Punktes. Im ersteren Falle bezeichnet 
sie eine durch den Coordinaten -Anfangspunkt gehende 
Gerade, im letzteren den Coordinaten- Anfangspunkt 0. 

35. Soll ein Punkt P, dessen Coordinaten ^k sind, mit 
zwei anderen Punkten P^', Pg', deren Coordinaten bezüglich 
4i, ^2 sind, auf einer und derselben Geraden J;t liegen, so 
muss sein 

entweder Zj, = q^sfj^ + g^/^i, ^i + ^2 = 1 ; j x 

oder Zk = q^^k2 — 2 2^1; 2 1 ~ ^2 = 1- 

Soll insbesondere P der unendlich entfernte Punkt der Ge- 
raden ik sein, so muss sein 

^ '= 2'i42 — ^Vtt; 2 1 — 22 = 0. 2a) 



Digiti 



zedby Google 



— 122 — [Art. 35. 

Soll eine Gerade py deren Coordinaten J* sind, mit zwei 
anderen Geraden p\y p'g; ^^^reJi Coordinaten bezüglich Jii> ä*2 
sind, durch einen und denselben Punkt J3k gehen, so muss sein 
entweder i^ = q^ ji^ + g^gSii? ^i + 9^2 = 1 5 . , x 

oder äifc = ^iitö-32ä*i; 2i — ^2 = l• 

Soll ^sbesondere j? durch den Coordinaten -Anfangspunkt 
gehen, so muss sein 

hk == aihki — a2h'kv ii — i^ = O; 26) 

wo überall qi^q^j^i^q^ absolute, oder wenigstens positive 
Zahlen sind. 

Umgekehrt: Ist eine der Bedingungen la), 2a) erfüllt, 
so liegt P mit P^', Pg' auf derselben Geraden j*; ist eine 
der Bedingungen 16), 26) erfüllt, so geht p mit p\j p\ durch 
denselben Punkt Zk' 

Der Satz la) ergiebt sich daraus, dass folgende sechs 
Bedingungen erfüllt sein müssen: 

1) Ä^äl^l +^2^2*2^2 +0^3^3*3^3 = 0; 

2) ^l^läl^'ll +^2*2i2^'21 +^3^3ä3^'31 = ^^ 

3) Ä^läl^'l2 +^2^2ä2^'22 +^3^3ä3^'32 = ^5 

4) ^l^l^l+Ä^2^2+^3^3^3 = -ö; 

5) ^l^l^'ll +^2^2^'21 +^3^3^'31 = -Ö5 

6) ^1^1 ^'l2 +^2^2^'22 +fl'3^3^'32 = ^• 

Die ersten drei Bedingungen erfordern, dass die Determinante 



^l ^2 *3 

f f f 

^11 ^21 ^31 
' f ' 

Z 



= 



'12 -^22 ** 32 

ist. Damit diese Bedingung aber erfüllt ist, muss 
entweder z^, = 9^1% + 3^2% ; «der Zj, == g'^^ — ffVii 

sein, denn dann zerfallt die Determinante in eine Summe oder 
Differenz zweier Determinanten mit zwei gleichen Horizontal- 
Reihen. Ferner ist dann, wenn ^a: = ^i-sf^g + ^2% ist, 

i/l^l^l + ^2 ^2^2 + r/3^3^3 == ^1^ iäx^Vl + (?2^ n) + ^2^2fe^'22 + 9'2^'2l) 

+ ^3^3(^l^'32 + ^2^'3l) 

oder 

9l^l^l +g2h^2+9sV6 = ^l(^l^l^'l2 +^2^2^'22 +ö'3^3^'32) 

+ Q2 {</l n ^'11 + 92 ^2 ^'21 + ^3^3 ^'si) - 
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oder, nach 6) und 5) 

oder 

91^x^1 +92V2+93VS = fe + ^2)^' ' 
Damit nun die Bedingung 4) erfüllt ist, muss 

?i + ^2 = 1 
sein. Ebenso sieht man, dass, wenn ^;fc = 2'i^^2 — Q2^ki ^^^> 
q\ — q\ = 1 sein muss. Soll P der unendlich entfernte Punkt 
der Geraden ^ sein, so geht die Bedingungsgleichung 4) über 
in gir^^i +^2 ^2 ^2 +^3^3% = 0, während 5) und 6) ungeändert 
bleiben, da P^', Pg' in endlicher Entfernung liegende Punkte 
sein sollen. In diesem Falle muss offenbar q\ — ^''2 = ^ s®^^- 
Die Umkehrung des Satzes ergiebt sich sogleich daraus, dass, 
wenn die Werthe 0j^ = g^^ + gg^i ^^^^ ^a = 3''i% — Q^^'h 
in die Gleichung Art. 32, 2a) der Verbindungsgeraden j* von 
Pj', P2' eingesetzt werden, sich Null ergieot, woraus folgt, 
dass P mit P^', P^ auf derselben Geraden j^ liegt. 

Der Beweis des Satzes 16) und seiner Umkehrung ist 
dem des Satzes la) und seiner Umkehrung ganz analog. 

36. Werden die Coordinaten 0k eines Punktes P aus den 
Coordinaten %> ^^2 zweier Punkte F^, F\ abgeleitet durch 
die Beziehungen 

h == ^i% + «24u 21 + 9^2 = 1; % = 5'i4 -224; ^'i — ^'2 = 1 oder 
und werden die Coordinaten auf ein anderes Fundamental- 
Dreiseit transformirt, in welchem die neuen Coordinaten 
durch Z bezeichnet werden, so ist auch in diesem 

Zi,==^qtZ[^ + q2Zkuai + gi2=hZk = g[iZ'j,^ — q2Zn',qx^ 

Werden die Coordinaten j* einer Geraden p aus den 
Coordinaten jj^j, j^g- zweier Geraden p\, p\ abgeleitet durch die 
Beziehungen 

Ik = ffii'tö + 22iH; ^1 + ^2 = 1; h = 2 1^2 - a2i'ki', ii - ^'2 = 1 oder 
und werden die Coordinaten auf ein anderes Fundamental- 
Dreieck transformirt, in welchem die neuen Coordinaten 
durch 3 bezeichnet werden, so ist auch in diesem 

3* = 2i3i2 + 223!bi5 2i + 22 = l5 8* = 2i3i2-223ii5 2i — 2'2 = loder0, 



Digiti 



zedby Google 



— 124 — [Art. 36. 37. 

Denn z. B. die Beziehung Zf, = g'1^2 "I" ^2^15 ^1 + 5^2 = 1 
lautet nach geschehener Transformation vermöge der Trans- 
formations-Formeln in Art. 28, 9a) für Ä = 1, 2, 3 

^ \^\,z, + ib\,z, + ©'31^3] = ff, . i [^\,z\, + ^\,z'^ + %\,z\;\ 

4- ff, 4 \^'nZ\, 4- S)'«^'« + S)'3i^'3i]; 

A [®',,Z. + ^'^Z, + 2)'3,Z3] = ff. . i, [®\,Z'., 4- S)',,Z'« + S)'„Z'3j 

+ ff, . ^. \^\,z\, + S)',,z'« + ®'33^'3i]; 
«1+82 = 1; 

oder 

® U-^i+2)a^2 + ®'31-^3 = 3^u(S^l^'l2+(/2^'ll) + »'2l((?|2'22+^2^'2l) 

+ ®'3lÖl^'32+^2^'3l) 

®'i2^i+®'22^2 + S)'32^3 = "^',,{^,2',, + q,Z\,) + %\,{q,Z' ^^+q,Z\J 

+ 2)'32fe^'32+&^3l) 
S)'i3^1 + S^'23-^2 + 2)'33^3 = 55\3(«l^'l2 + ^2^'l.) + ®'23((?1 ^'22 +?2^'2l) 

+ »'33(^1 ^'32 + fe^'3l) 

aus welchen. sofort folgt 

^i=S^i^'i2+Q'2^n5 ^2 = «1 ^'22+9^2 ^'21; -^3 = ^1 ^'32+9'2^'3i; ffi+fe=l) 
oder allgemein: 

Zk = aiZ[^ + ai^kü 3^1 + ^2 = 1- 

Ebeüso ist der Beweis in allen übrigen Fällen. Es müssen 
daher die constanten Factoren q^j q^-^ q\y q^ eine geometrische 
Bedeutung besitzen^ welche nicht von dem zu Grunde gelegten 
Coordinaten-System, sondern nur von der Lage des Punktes 
P im Verhältniss zu derjenigen der Punkte Pj', P2', und von 
der Lage der Geraden jp im Verhältniss zu derjenigen der 
Geraden p\,p\ abhängt 

37. Sind 4i> ^2 ^^^ Coordinaten zweier Punkte P/, P^'; 
Zk, Zk die Coordinaten zweier anderer Punkte, P, P', und be- 
stehen für diese die Gleichungen, bezüglich: 

h = S^l4 + fe^; Ö'l + «2 = 1 5 4 = 2 l4 — ^'2^itD ^/l —22 = 1 
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SO liegt P auf der endlichen Strecke PiP^j ^^<^ theilt die- 
selbe so, dass sich verhält 

P' dagegen liegt auf der Verlängerung der genannten Strecke 
P/P2', und zwar über Pg' hinaus, und theilt dieselbe so, 
dass sich verhält 

Sind jii, j'^,2 die Coordinaten zweier Geraden p^^p^] Ij,, Ji 
die Coordinaten zweier anderer Geraden jö,|?', und bestehen 
für diese die Gleichungen, bezüglich 

so geht p durch denjenigen von ^1', P2 gebildeten Winkel 
P1P2, welcher den Coordinaten-Anfangspunkt nicht ein- 
schliesst, und theilt denselben so, dass sich verhält 

sin p^'p : sin p^'p = |v : ^; 

p aber geht durch denjenigen von Pi^p^ gebildeten Winkel 
VxPty welcher den Coordinaten-Anfangspunkt einschliesst, 
und theilt denselben so, dass sich verhält 

sm jpijp : sin i>2i) = !^ •' p"; 

wobei r^jV^ die von bezüglich 2Lui p^^p^ gefällten Senk- 
rechten Ofii', OH^ bezeichnen. 

Von dem ersten Satze überzeugt man sich folgender- 
massen: Man transformire auf ein neues Dreieck, und zwar 
auf ein solches, in welchem P^', P^ Ecken sind, während die 
dritte Ecke Pg' beliebig ist. P und P' liegen dann «ach 
Art. 35 auf einer Seite des neuen Dreiecks. Die Seiten P^^^j 
P^l^xj P^P^ sollen bezüglich 91,9^^9^^ die zugehörigen 
Höhen bezüglich V? V; V> die von auf ^r/, ^2,0^3' gefällten 
Lothe bezüglich r^, r^, r^ heissen, die neuen Coordinaten von 
P/, P2', P, P' heissen bezüglich Z[^, Z'^.^^ Z^^ Z]^, Dann ist 
nach Art. 36 

^ib = gi-Z';E2 + ?2^H, ^1 + ^2=1; ^i = 9'l'^*2 — ^2'^ip ^1'— ?2'=l5 

Nun ist 
Z'ii = A ; Z'21 = 0; Z\^ = 0; Z'12 = 0; Z^^ = A; Z'^^ = 0. 
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Es muss also, da q^, q^ absolute (positive) Zahlen sind, sowohl 
Z^ als Z^ positiv, aber Z^ negativ, Z^' positiv sein. Dies 
ist aber, wie man sogleich sieht, nur dann möglich, wenn P 
auf PiP^} ^' ausserhalb dieser Strecke liegt. Denn dann ist 



Fig. 12. 




'1 ^ ^ 






= 0; 



Es reduciren sich also obige 
Gleichungen auf folgende: 
für P: 

für P': 



P'ifer/ 



-Q2 



,h\^ P'M^ 






oder für P: 

für P': 

P'Jlf/ = ^, . Ä'i; P-Jf,' = q\ • A',. 
Es ist also: 



PM, PM, 

Q2 = 



h\ ' 



oder ^2 = 









, _p^ 

Q2 — "p"7-p-r. 









also verhält sich 

q, : g, = P,'P : P/P; «', : ^, = P/P- : F.'P'. 
Zugleich sieht man aus den Werthen von g^, ^g? Qv Ö'^» d3;SS 



^1 + ^2 = 1; 2'i — «'s 



1 ist. 



Von dem zweiten Satze überzeugt man sich so: Man 
transformire auf ein neues Dreiseit, und zwar auf ein solches, 
in welchem Piyp'2 Seiten sind, während die dritte Seite p'^ 
beliebig ist; p^ und p\ gehen dann nach Art. 35 durch eine 
Ecke des neuen Dreiecks 0/ G./ G^\ Die Seiten G^/ G^/, G^' G/, 
Gj^ G2 desselben sollen bezüglich g\,g\,g\, die zugehörigen 
Höhen h\^h\jh\, die von ^^i p\yP\,p,p' gefällten Lothe 
r\y r\j r, /, die neuen Coordinaten von p\y p\, p, p bezüglich 
3*1» 3*2» 3*^? 3* heissen. Dann ist nach Art. 36 



la) 

2a) 
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3*=?i3'jt2+«23ii» «i+9'2= 1 ; 3i=^'i3i2-^'23ii, ^1-^2=^- 

Nun ist 

3ii = '7"5 321 = 0; 331=^^5 3 12 = 0; 322 = 7^? 332 = 0. 
Es muss also, da g^, q^, g'i, ^2 absolut (oder positiv) sind, 
sowohl 3i als ^2 positiv, 3^' negativ, 32' positiv sein. Dies 
ist aber, wie man sogleich sieht, nur dann möglich, wenn p 
durch den Winkel Pi p^ g^^t, der ausschliesst, p aber 
durch den Winkel Pi p^, der einschliesst. Denn dann ist 



3i = 



^ J 02 — ^ ^03 — ^) 



1 7 ? Ö2 ^' ? Od ^• 

Es reduciren sich also obige Gleichungen auf folgende: 



für i): 



G,'N, 



h\ G^'N^ 



= «1 



^. 






Fig. 13. 




oder 



r 



jfg sinpij?2 gft sinp^p ^1 8inpij?a . 



ft,^ '. ^'2 sinp'gP _ / gr^2 8in j?\y'g g\ sin p\ p _ , gf\ sin p\p\ 
iuri>- 7 ^2 /^ , / «1 ;.>^ , 
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oder 



^rP' / — «2 /^ ) 7 — ^1 7^— • 

Es ist also 
sin p\p = 7^ • r . sin/i/^; sin j/gi? = ^ • r • sin /i/g; 



2 



sin p\p' = ^ . r . sinij'iij'a; sin/^j)' = |^ • / • sin p\p\. 

Es verhält sic'i also 

sin|)i2?:smi)22^= ^:^; sm jp^i? : sin j^gl? = !A : |^. ^^) 

Auch hier üherzougt man sich geometrisch, dass g'i + 9^2 = 1; 
q^ — 52 = 1 sein muss. Denn aus obigen Gleichungen folgt 

^ sJp/iP . ^ »"'i sin P\P 
r Bin p ijp a ' ^^ r pin « «1 

^ ^ /sin p'i »'2 ' ^ 2 ^' 



^^ r sin p'ijp'a ' ^^ ^ 8iiii''iP'2' 

/j sinp'ip ^ , r\ «i\\ p\p 

'sin p\p\ ' ^ 2 r * siu p\p^' 

Also ist 



16) 



I ^ /a sin p\p + r\ sin /^p , _ , ^ /^ sin p\p — r\ sin p'^p 
"^^^ rsinp'jp'g ' ^1 ^2 / sin p'ip'g ' 



9^1 

oder 

TT T T 

-^■sisip\p-\--^ smp\p ^ • sin p\p' — -4 sin p\p' 
«1 + «^ = S7± 5?'i-«'2= S^^^^^^, 36) 

Nun liegen die Fusspunkte H^\ H^, H, H' der Senkrechten 
offenbar auf dem Umfange eines Kreises, dessen Durchmesser 
OGo^ ist. Denkt man sich nun HH^, HH^-, S'H^, H'H^ 
gezogen, so ist in den Dreiecken HH^O, HH^O] H'H^O, 
H'H;0 bezüglich 

r\ ^ sin H^'HO ^ r\ ^ ein H^' HO r\ _ sin H^'H'O ^ r\ ^ sin^/g^Q 
r sinjETÄ/O' r imHH^o''' r ~ sin fl^'H/O' r "~ sin Ä'H/0' 

ferner ist ^p\p =^ 180« — ^H^OH, ^p\p = ^E^OH, 

<p\p = 180« — ^H;off, ^p\p' = ^h^ob;. aiso ist 

»* 2 • ' I ** 1 • / Sitt -S«' SO . IT ^ i^ TT I sin -öl ' SO . TTf r\TT 

*'2 • ' ' **i • ' ' sin HJH'O . TTf/^rrf sin H/H'O . TTtd^-rrf 
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oder, da,^HH,'0^ 180»— ^Hff/O, ^H'H^'O^^H'H.'Oist, 

**a • / I ^/ • / sin iL SO . TT f r\ TT i sin -Hi SO . tt^/^tt 

* 2 • / ^ *'i ' • / / SÜl -S« jBT . TT f /\ TT sin Ä SO . tt ^ r\ rrf 

fsinp^p -fsmp,p=^^^ ^j^.^ smH, OH --,-^.^.smH, OH, 

Nun ist in den Dreiecken H^HO.H^'HO-, H^H'O.H^H'O 
bezüglich 8mH^'0H= sm(HH,'0 + H.'HO), 8mH^'0H= 
Bm(HH,'0+H,'HOy, sinH.'OH' = sin {H' H^O+H^H'O), 
sin H^OH' = sin {H'H^O + H^H'O). Werden diese Werthe 
eingesetzt, und zugleich nach der Regel für den Sinus einer 
Summe von zwei Winkeln entwickelt, so erhält man 

'^-sini);2> + y sini)2> 

^ sin S^'SO • sin SS^O ■ cos S^SO + sin S^SO - cos Hg/Q ♦ sin S^'SO 

sin SS^ O 
, sin S.'SO ' sin SS^'O - cos S^'SO + sin S.'SO - cos HH/Q - sin ir^^gQ ^ 
+ sin SS^ ü ' 



7" smi^ii) _ -^sm i>2i) 

^ sin gg^Jg^Q . sin S'S.'O ■ cos JT/Jg^Q + sin S^'S'O • cos S'S.'Ö - sin JT/if ^Q 

»in S'S.'O 
_ sin H/g^Q sin Jg^if/Q • cos S^'S'O + sin S.'S'O • cos g^if/Q » sin S^'S'O 

Bin S'S^'O 

Da sich die Nenner in die ersteh Glieder der Zahler dividiren 
' lassen, und da ferner ain HH^'O = &in HH^'O, BmH'H^O 
= sin H' H^O ist, hat man also 

-;' sini>i> + ^ sini>2> = sin H^HO • cos fi^'^TO + sin H^HO - cos fi^^'^O 

, sin Sg^'SO ' cos HH/Q » sin JT/gQ + sin S^'SO - cos gJf/Q ♦ sin S^'SO 
"* ^ Bin SS^O ' 

%smp^'p'—'jrBmp^'p=BmH^'H'0'CosH,'HV-8mH^^^ 

. sin g/H^Q ♦ cos g'lT/O « sin S^'S'O — sin .H/g^Q » cos g'g/Q ♦ sin S^'S'O 
"^ Bin S'S^'O 

Nun ist wegen ^ fl^^^'O = 180« — ^ JTfli'O cos HH^O = 
— cobHH^O^ daher der Zähler des ersten Bruches Null; und 
* wegen ^H'H^O^^H'H^O ist coßH'H,'0 = cos H'H^'O, 
daher auch der Zähler des zweiten Bruches Null. Man hat 
also nur 

WzissENBOBH, anal. Geometrie. 9 
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r, . / , r. 



Qmp^p + — %mp^p = sin {H^HO + H^'HO)] 



oder 



sini?// - -\ sinjp/i)' = sin {H^'H'O — H^H'O) 



^ sinpi> + ^ sini)2P = sin H^'HH^] 

^inpiP 7- sinp2P = sin H^H' H^. 

Es ist aber ^H^HH^ = ^H^G^H^ = ^i^i'i^a', und 



-V 



^H;H'H^ = 180» - ^H,'G,'H,' ^ 180« - ^p,'p,', 
folglich 

^ aiap^'p + ^ siniJg'i) = aiap^'p^' ; ^ sin PiP — % srnp^'p' = sin p^'p^' f) 

mithin die Werthe q^ + ^jj» 2i' — 2» gleich 1, nach 3b). 
Aus 2b) folgt endlich noch: Verhält sich 

?i : 3» = »'S!' : n'; ?i' : ä«' == < : ^i' 

so ist ^=%; fC = f^,', also ^p,'p ^^ ^p,'p; ^P,'p ^ 

^P2P> Es halbirt also dann p denjenigen Winkel p^p^y 
welcher den Coordinaten -Anfangspunkt nicht einschliesst, p 
den den Coordinaten- Anfangspunkt einschliessenden Neben- 
winkel desselben. 

Diese Sätze lassen sich nicht ohne Weiteres umkehren, 
vielmehr gilt folgendes Gesetz: 

38. Wird 'eine Strecke T^V^ durch einen Punkt 1P,V^ 
bezüglich innerlich oder äusserlich so getheilt, dass sich verhält 

Ti:P: F^P =qr.q,; P^'P': P.'P' = q,' : q,' 
und liegt im letzteren Falle P' näher an P^ als an P/, so 
werden für jedes Axen-Dreieck die Coordinaten Zt, 0k bezüglich 
von P, P' aus den Coordinaten 4i, ^2 ^^n P^', P^' abgeleitet 
nach dem Gesetze: 

0k = — T— 42 + —^^~- 4i; 4 = -'^'--' ^2 r^ • 4i. la) 

Wird ein Winkel Pi P2 durch eine Gerade p,p', deren 
erstere durch den den Coordinaten -Anfangspunkt nicht . 
einschliessenden, deren letztere dtirch den ihn einschliessenden 
Winkel geht, so getheilt, dass sich verhält 

sini^ip : sinp^'p = ^: p5 sinp^'p : sinp// = p : f^, 
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wo r^y r^j' die von auf jo^', 2)2' gefällten Lothe sind, so werden 
für jedes Axendreieck die Coordinaten j*, ji bezüglich von 
j>,y aus den Coordinaten gii, ä]t2 ^^^'9x^19% abgeleitet nach 
dem Gesetze: 

** ^ ^rts **^ + q^. **^' ** ^ 2:^ **^ ~ ^T^ **'• ^^^ 

(Wie man sieht, ist hier in die Voraussetzung ffi + 9^2 = 1 5 
q^ — ^2' = 1 nicht aufgenommen.) 

Der Beweis des ersten Satzes lautet: Man nehme zunächst 
ein Axen- Dreieck P^,.P^, P3' an, in j|elchem die gegebenen 
Punkte P/, Pg' Ecken, der dritte, P3 beliebig ist (insofern 
nur im Inneren des Dreiecks liegt), und bezeichne die 
Coordinaten für dieses Dreieck durch Z, Fig. 12. Nun folgt 
aus P^P : P,'P = q, : q,; P,'F : P,'F = q,' : g,'; 

Pr'P _ _?,_. ' ALP _ _2,_. Pi'Pi _ <k_ . A'Zl g/ ■ 

oder 

Es ist aber PJfg = r^ • Z^\, P^N^ = Ä/ = r/ • Z'ggj PM^ == 

r/.Z,; P;jV^,' = r,'.Z'„; P'J/; = <.4'5 P.'Jf/ r/Z/. 

Man hat also 

Da nun Z\^ = 0; Z\^ = ist, so kann man auch sagen: 
Es ist 






11) 



^* ~ 9.'-g; ^ ** ~ är=^ ^ "' ^» ~ g7^^ ^ ** ~9r=^ ^ "• 

Es gilt daher die angegebene Regel für das Axen -Dreieck 

P^PiP^. Um nun die Eegel z, = -J^ z^ + ^ % für 

das alai. das ursprüngliche zu denkende Axen-Dreieck G^^ G^ G^ 
zu beweisen, bei welchem die Coordinaten z heissen mögen, 
transformire man auf dieses Dreieck zurück, nach der Regel 
Art. 28, 10a). Nach dieser ist 

9* 



Digiti 



zedby Google 



— 132 — [Art. 38. 

etc. Es lauten also die drei Gleichungen 

S>U^1 + ^2«^* + ®S2^S = ^^ [®12«'l2 + ®22«'m + ®32^'32] ; 
»13«'l + ®23^2 + ®33^3 = 0. 

Nun ist die Determinante 

|u ^21 ®81 _ S)^^ (2)^^33 _ S)^3 2)3^) + 2),,(2)32®13 -2)332),,) 

gj gj 2) ^ *^3lV*^12'<^23 '^13*^22; 

13 23 33 

oder nach Art. 29, III) ftg, 63, ft^, 

= 3)(® n®U + ®'l2®21 + ®'l3S)3l) 

öder nach Art. 29, IV) a'i 
= 2)« . 2)'. 

Man erhält also aus obigen drei Gleichungen zur Be- 
stimmung von «1, e^, gg die drei Gleichungen: 

^{'^n'l'n + ®2i^'2i + ^31 V) ®2i ®3i 

^^(®i2«'l2 + S)^»/^, + ®32^'32) ®22 ®»2 

®U ^(®U^'u + ®2l/21+®31^'s.) ®31 
®12 ^^ (®l2^'l2 + S'22^'22 + 2)32/32) ®32 



S)«S)' . ;?, 



®«S)' . ^g == 



®*S)' . ^, = 



oder 



®13 ®5, 

®" ®« g^T^ (^a^u + »21/21 + 2)31/31) 

®12 2)22 ^ (2)is/l2 + 2)^/22 + 2)32/32) 

2)i3 2),3 ' ■ ' 



2)^2)'^, = ^ (2)u/ii + 2),i/,, + ®3i/3i) (S)3,®33 - 2)^2)3,) 
+ ^;^ (2)12/12 + 2),2/,, + 3),i,/„) (2)232)31 - 2)^2)33)5 
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Wendet man auf die in den Ausdrücken für z^^ z^, z^ als 
Factoren vorkommenden Differenzen die Sätze bezüglich 
Art. 29, III) ^2» ^2? ^35^5 \}^i ^^7 so erhält man, nachdem 
man sämmtliche Gleichungen durch 2) gekürzt hat: 

+ ^^ (®l2«'l. + 2),,/,2 + 5)88/3«) S)', 

Nun ist aber auch 

-^21 = O5 Z12 = 0; 

-^ 31 "^ 0; Z 32 == 0. 
Man erhält also nach Art. 28, 10 a) die zwei Paare von 
Gleichungen: 

®12^'ll+S)22^'21+®32^'31 =0; S)n^'l2 + S)21^'22 + ®31^'32 = Oj 

2)i3^n +^23^21 +5)32/31 = 0; »13^12+2)23/22+^33/32 = 0. 
Eliminirt man aus dem Paare Gleichungen links zuerst /31, 
dann /gi? dann z\^, und wendet dabei bezüglich die Sätze 
Art. 28, III) 63,62) ^i> ^2) ^1^63 an; eliminirt man aus dem 
Paare Gleichungen recht's zuerst ^32, dann /gg; Asi^nn z\^j und 
wendet dabei bezüglich die Sätze Art. 28, III) c^, ^2? ^1; ^2) 
Ci, C3 an, so erhält man die Beziehungen 

»'12/11 = »'11/21; »'22/12 = »'21/22; 
»'^13/11 = »n/31; »'23/12 = »'21/32; 
»'13/21 = »'12/31; »'23/22 = »'22/32- 



'13 
'23* 
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Aus ihnen folgt 

")'*""°®7f^"5 ^8i=®^^u; «)«2*=f=J^i2; «32=ä't:*i«5 

^)^ll='S^^2n ^31 = ^^^2i; «';^12 = g^^22; ^32 = ^>-^22; 

*' 12 */ 18 '"^ 8« -^^ 22 

t-K f ^ 11 ' ' ^ 18 y '\ 19 ^^ » ' ^^ 22 ' 

C) ^11 57—^31) ^21 ^^^31) ^ j ^12 ^^^32) ^22 gN^ ^ 32« 

A'lS ^^ IS '"^ 28 ^^ 28 

Setzt man diese Werthe aus a ) in die obige Gleichung a), die 
Werthe aus 6') in die Gleichung 6), die Werthe aus c') in die 
Gleichung c) ein, so erhält man: 

+ rf^ (^--^^ + ®- • fe ^'- + ®- •!;; ^'-) ®'- 5 

oder 

+ ^ (®'*i®« + ®'^®«^ + ®'«®32) /,2; 

S> • S)' • ^, = rf^ (®'"®" + ^'^^''l + ®'l32)3l) /21 

+ ^ (®'«S)l2 + ®'22®22 + 2)',sS)32) ^'^^S 
® • ®' • ^S = ^-^ (®'nS)u + ®'l2®2. + ®'.3®3>'81 

oder nach Art. 28, IV) o^', 6/: 
oder 
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^1 



' _| ^2 J . „ Q'i J I 






^'32 + 



^* = ir-h^ ^n + zx^ ^*i- 



also allgemein 

Genau ebenso lässt sieh zeigen, dass 

* ^1 -^2 ^^ ^1 —32 *^ 

ist. 

Der Beweis des letzteren Satzes lautet so: Man nehme 
zunächst ein Axen-Dreiseit i?/, i^g', i?3* an, in welchem die 
gegebenen Geraden jp^', 'p<l Seiten, die dritte, jpj' beliebig ist 
(nur muss innerhalb des Dreiecks liegen), und bezeichne 
die Coordinaten für dieses Dreiseit mit 3. Nun soll also sein 

sinp^p: smp^p = fr:fr; aiap.p : smp^p =f^:fr' 
Femer ist nach Art. 37, f) 

"f • sin pi'p + ^ • sin Pi'p == sin p^'p^'; 

% • sin Pi'p — % ■ sin p^'p = sin p^'p^'. 

Da nun, Fig. 13, smp^p^-^^-^; am p^ p '^ -^.-!^ 

= f-, smp,p = ^^ = ^; smp,p = ^ -^ 

ist, lauten diese zwei Paar Gleichungen: 

J§1 . Si. ^ iL . _%. S2I . _ 81I ^ ^ . ^. 
9i * 92 ^2' * '»7' 9i' \ ^ 92 ^ ^2' * < ' 

' 9i ^ 92 ^^ ^^ ' 

^2' 82' . ?jl3/_^'.^'. 
Aus ihnen folgt: 



9.' 


, n'S. 


= 


sinjpi' 


oder 








fiZt 


n'8, 






9x 


5^2 


= «1 


••%\ 


n'Ss 


, »-.'81 




flin /n 



92 3i+32 ^^^^' f2 ^ r 

^82 _ _3i „;„ ^ '^ '. ^2^82' _^ 3] 

3i 
oder 



9; -9.+9.^'°^^'^'' "^ = -37^-«'^^^'^- 

' ' **9 89 3l »ff 

9.' -«.+., ^^"^^^- -V-^^T^-^'^^^^V 



• 
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' <32 = ^^ • 9i • sin i)/i)2'; ^3/ = ^fi:r^ ' ^^ ' ^^^ P^^^- 

Nun ist aber g^ • sin j^/i?/ ^ *i' *= ^i'3 n5 fl'/ ' sini^/jöa' = V 
= ^g'ß'ag; also hat man 

Q gl . Q' . O ' Ö'i Q' . 

Da nun ß'^i "= 0, ß'jg = ist, kann man auch sagen: Es ist 

O gl . Q' I ga O' . O ,^^ gl Q' _l g2 Q' . 

^^~gi+g. Ö22i-^^+^^VÖ2n öi-^^+g^.-ö^a + ^^+^/öin 

3' gl . O' ga Q' . O ' gl O' _ g^ . Q' 

'~gi'~g/ '^^^''gi'-g/''^^^' 'ö^ "g^^^ ^'^ gi'-g/ '^''' 

Es gilt daher die gegebene Regel 16) offenbar für das Axen- 
Dreiseit 2\ jp^ Ps- um sie nun für das als das ursprüngliche 
zu denkende Axen-Dreiseit g^ g2 g^ zu beweisen, bei welchem 
die Coordinaten j heissen mögen, transformire man auf dieses 
Dreiseit zurück nach der Regel Art. 28, 10&). Das Verfahren 
ist buchstäblich dasselbe wie beim Beweise der Regel la). 

Es ist übrigens sogleich aus la) und 16) ersichtlich, 
dass die Coordinaten Zkj 4 von P, P', die Coordinaten %, jl- 
von p,p\ die in Art 35, la), 2a), 16), 26) als nothwendig 
belesene Bedingung erfüllen, dass P und P' mit P^', Pg' auf 
derselben Geraden liegt, und dassp und p\Tai\i p^yp^ durch 
denselben Punkt gehen, denn es ist 

_gi I g« ,^ j. g/ g/ ,^ \ 

gi+ga ' gi+g2 ' gl' — ga' gl' — ^a' 

Liegt der Punkt P' in unendlicher Entfernung, so werden 
Z^y Z^ unendlich, und die im Vorigen gegebene Ableitung 
hat dann nicht mehr statt. Gleichwohl ist aber auch dann 
noch der zweite Satz in la) zu gebrauchen. Denn es verhält 
sich dann P/P' : Pa'P' = 1 : 1, es wird also g/ = g/ = 
irgend einer Grösse q- Da dies nun bei keiner anderen Lage 
des Punktes P', als bei der unendlichen Entfernung, statt- 
finden kann, so ist das Sich-annuUiren der Nenner in der 
zweiten Formel la) ein Beweis für die unendliche Entfernung 
des Punktes P'. 
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Geht die Gerade ^ durch den Coordinaten- Anfangspunkt 0, 
so werden, da / = wird, 3i'; 82' unendlich, und die bis- 
herige Ableitung ist nicht mehr statthaft. An die Stelle der 
oben angeführten Relation 

f süi PiP — 7^ sin p^p = sin p^p^ 

tritt nämlich dann eine andere. Denn denkt man sich in 
Fig. 1^ p durch dO gehend, so hat man sogleich 



^ 8in p^ p SIQ p^ p 



Es ist also 

sinjp/^' : sinp^p 
Nun soll aber auch sein 






^mp^p : smjjgJP 

ouer , ff, ff ff ff 

smp^pismp^p =q,r^ : 9'2 ^1 • 

Es muss also dann g/ == q^ sein. Da dies nun in keinem 

anderen Falle stattfinden kann, falls p' durch den den Punkt ff 

einschliessenden Winkel p^' p^ ^ geht, und da in diesem Falle 

die Nenner in der zweiten Formel 16) sich annuUiren, so ist 

dies Sich -annuUiren der Nenner in der zweiten Formel 16) 

ein Beweis, .dass p durch den Coordinaten- Anfangspunkt geht. 

39. Soll die Strecke P^P^ zwischen zwei Punkten P^', P/, 

deren Coordinaten für ein Axen-Dreieck ^j, % sind, von einem 

inneren Punkte P, und einem äusseren Punkte F" mit den 

Coordinaten bezüglich %, z\ harmonisch getheilt werden im 

Verhältniss w : m, so dass also 

T;F:P^P=P;r : P^P = n:m 

ist, so muss sein 

^A = :;;r+^ % + la;^^ ^A-2; H — i;;;^^:;^ % - :;;^— ^^ 1«) 
und umgekehrt: Werden die Coordinaten Zk, Zk zweier Punkte 
P, P' aus den Coordinaten %, z^ zweier anderer Punkte P/, P^' 
durch die genannte Gleichung abgeleitet, so theilcn P, P' die 
Strecke P^ P^ harmonisch, und zwar so, dass P der innere, 
P' der äussere Theilungspunkt ist, und näher an P^ als an 
P/ liegt. 

Soll der Winkel p^ P2 zwischen zwei Geraden p^^p^y 
deren Coordinaten für ein Axen-Dreieck j^^, j'^ sind, von 
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einer Geraden p, welche durch den den Coordinaten- Anfangs- 
punkt ausschliessenden, und einem Strahle jp', welcher durch 
den den Punkt einschliessenden Winkel Pi p^ g^ht, und 
deren Coordinaten bezüglich j*, ji sind, harmonisch getheilt 
werden im Verhältniss n\m, so dass also 

sin p^p : sin p^p = sin p^p : p^p = n: m 
ist, so muss sein • 

mr/ , , nrJ 



h' 



mr^ -\-nr^ 



ä« + 









5*2? 



16) 



wr^ — nr^ "*^ mri — nr 
wenn r^^r^ die von auf |)/, 2^2' gefällten Loöie sind; und 
umgekehrt: Werden die Coordinaten j;t, ji zweier Geraden ^, 2>' 
aus den Coordinaten jii, ^'^^ zweier anderer Geraden durch die 
genannte Gleichung abgeleitet, so theilen^,j9' den Winkel jpi'jp2' 
auf die angegebene Weise harmonisch; 

Der erste Satz ergiebt sich sogleich aus Art 38, wenn 
man g^ = w, q^ = m setzt; und auf gleiche Weise die üm- 
kehrung aus Ari. 3.7. Ist m = n, so ist nach Art. 38 P' 
der unendlich entfernte Punkt. 

Der zweite Satz folgt gogleicfi aus Art. 38, wenn man 

-^ = n; -^ = m 

also Qi = wrg', ^2 = ^^1 

setzt; die ümkehrung folgt aus Art. 37, indem man gleich- 
falls diese Werthe für q^, q^ einsetzt. Ist mr^ = nr^, so geht 
nach Art. 38 p' durch den Punkt 0. 
Sind also nach Art. 30, 26) 

Pi^9i^i^\ih + 5^2^2^'2iä2 + 9sn^\ih = 0; 

P2^9in^\2ii + 92^2^\2h + ^s^s^mJs 
die Gleichungen zweier Punkte P^', P2', und 

, / w ^ , n , \ ^ 



= 0;1 



2a) 



2 j äs 



1 Im,, n , \ „ 



3a) 
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die Gleichungen zweier anderer Punkte P, P', . so theilen 
diese die Strecke Pi'Pj' harmonisch im Verhältniss w : m. 
Sieht man von der in 3a) fesi^ehaltenen Normalform (Ari 30) 
der Gleichungen der Punkte P, P' ab, so kann man dieselben 
auch schreiben: 

+ g^rg (mz\t + M/32) Ja = 0; 

+ ^s'-s (»»«'si — »^'sä) äs == 0. 
Die Gleichungen 3a) lassen sich auch schreiben: 



4a) 



5a) 



m -\-n 

— ^^ (^'i'-i^'iaJi + g^r^z'iih + Ä»*s«'88ä3) = 0. 
Die Gleichungen 4a) lassen sich schreiben: 

P = »» (^1^1 /nJi + g^r^Stih + ^rsn'sih) 

+ W (<?i»-i/i2äi + Ö'2^2«'22ä2 + 9»r9Z\ih) = 0; 

P' = «t {gyr^z'nh + 92n«'2ih + ö's^s^^siäs) 

— M (^Ti^/iail + 5'2^2^'22ää + ^-S^S^Mäs) = 0. 

Man sagt daher, da die Ausdrücke in Klammern in 5a), 6a), 
wenn sie gleich Null gesetzt werden, die Gleichungen der 
Punkte Pi, Pg' in 2a) bilden: 
Vier Punkte 

oder 
P,']P2] P=mP^ + nP;', F = mP; — nP; 8a) 



6a) 



bilden eine harmonische Punktreih^. 

Ist insbesondere m = n, in welchem Falle sich in 6a) 
beide heben, sind also die vier Punkte gegeben durch die 
Beziehungen 

P/; P,'; P=P; + P,'; P' = P^' - P,'; 9a) 

so bildet P den Halbirungspunkt der Strecke P/P2'; P' den 
unendlich entfernten Punkt. 
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26) 



36) 



Sind nach Art. 30, 2a) 

Pi = gim'u^i ■+ ^'•«i'M«2 + gs^sh'si^s = O; 1 

die Gleichungen zweier Geraden Pi,Pi, und 

(«r,' , j^ «r/ /• \ 
mr.' + nr^- *" + «»r,' + «r,' *«/ ^i 

, / wir/ , wr,^ / \ • 

-T 92^2 [fnr,'-nr^' \ 21 — mr,'-nr^' * ^) ^2 

(/ * * . 

die Gleichungen zweier anderer Geraden, so theilen diese den 
Winkel PiP^' tarmonisch im Verhältniss n : m. 

Sieht man von der in 36) angewandten Normalform der 
Gleichungen der Geraden p,p ab, so kann man dieselben 
auch schreiben: 

+93^^ (w^i'ä'31 + wr/ä'aa) 0^ = 0; 
P^9iri {^r^'hn — w»-2'ä'i2) ^r+^2^2 (^<i'2i — wr/ j'ga)^^ 

+5^3 ^3 (*>^^i's'3i — w<ä'32) ^3 = 0. 
Die Gleichungen 36) lassen sich auch schreiben: 

P ^^ai^^i^ (^l^lj'll^l + «/2''25'21«2 +</8^3j'81«s) 

~^^r+^' W^^^^^^ +«2^2ä'22«2+5's'-3j's2%) = Oj 

— mr^-nr,' (^i^i ^'i^^i + ^2»'2 j'22«2 + Ä'-3ä'32«3) = 0. 
Die Gleichungen 46) lassen sich schreiben: 
p = wr/ {g^r^^uh + gi^iüi^i + ö'3''3i'3i«3) 



46) 



56) 



66) 
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Man sagt daher, da die Ausdrücke in Klammem in 56), 6b\ 
wenn sie gleich Null gesetzt werden, die Gleichungen der 
Geraden PijP^ ^^ 26) bilden. 
Vier Gerade 



76) 



ü ^ T—^ ,«1 7-^ yü«; 



oder 

i>i';i>2'; l>=^^i>i' + wr2'i)2'; p=mr^p^ — nr^p^', 86) 
bilden einen harmonischen Strahlbüschel. 

Ist insbei^ondere mr^ = nr^^ in welchem Falle sich in 
66) beide heben, sind also die vier Geraden gegeben durch 
Äe Beziehungen 

^ Pi\ K; P^Pi + P%] P = Pi — P2) 9*) 

so geht p durch den Coordinaten- Anfangspunkt 0, und p 

ist der ihm zugeordnete harmonische Strahl. 

40. Werden durch vier harmonische Punkte P^, P, Pg', ^' 
beliebige vier 'Gerade, bezüglich Pi^PyP^iP g^l^gt? welche 
sich in einem und demselben Punkte 5ß schneiden, so bilden 
diese vier Geraden einen harmonischen Strahlbüschel. 

Werden auf den vier Strahlen jp/,^,j92',i>' eines harmoni- 
schen Strahlbüschels beliebige vier Punkte, bezüglich P^', P', 
Pg', P angenommen, welche auf einer und derselben Geraden p 
liegen, so bilden diese vier Punkte eine harmonische Punktreihe. 

Die Punkt-Coordi- ^>«- i*- 

naten von P^', P, Pg', P 
seien %, ^4, %, ^i, die 
Linien-Coordinaten von 
Pi.PyPt,P seien j'äi, Jjt, 
ätt^ai, die von auf 
PiyPi gefällten Senk- 
rechten seien r/, r2'. -; — -^j- 

Da nun im ersten*^/ ' 
Falle die Punkte P/,P, 
PiyP harmonisch sein sollen, so dassPi'P:P2'P=Pi'P':P2'P' 
= n : m ist, muss nach Art. 39 sein 
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Da ferner j? und j?' mit jßiyP^ durch denselben Punkt gehen 
sollen^ muss nach Art. 35; 16) sein: 

Da nun p^' durch P^', p^' durch P^ gehen soll, müssen ihre 
Coordinaten die Gleichung von Pj^, P^, Art. 30, 26) erfüllen. 
Es muss also sein 

Da ferner p durch P gehen soll, müssen die Coordinaten von 
p die Gleichung von P erfüllen. Es muss also nach f) und 
tt) sein ^ 

9ir^ {^ü^ ^'n + ^ /12) (^i'ä'i2 - Q2h\i) 

+ ^^^2 1^:^47;;^ ^21 + -^ir+m^^vx^^ 822 — & 32ij 

oder 

9i ^^^ (^1 ^1 ^'11 8'i2 + ^2 ^2 ^'21 ä'22 + 5^3 ^3 ^'31 ä'32) 

— «2' ^j^ (^1^1^'iii u + 92^2^' 21^21 + 9srs^'sihzi) 

+ Ql -l£^ (5^1^1^12ä'l2 + ^2^2^'22/22 + 5^3 ^3 ^^82 ä'32) 

— ^2' ^i^ (^l^U^'l2 J'u + 5^2^2^'22ä'21 + 5^3 ^3 ^32 5'3l) = 0- 

Nach ttt) ist aber der Factor von 0/ -^-j — und von g/ — j — 

Null. Der Factor von g/ — j — ist aber eine von Null ver- 
•^^ m-f-n 

schiedene Grösse, da P2 nicht durch P/ geht, und ebenso 
ist der Factor von ak' — r— eine von Null verschiedene Grösse, 
da jPi' nicht durch Pg' geht. Setzt man nun kurz diese Grössen 

9l^l^\lh\2 + 92^2^\lh22 + 5'3^3^3lS'32 = ^'w)! J^N 

5'l^l^'l2ä'll + 92^2^22h'21 + 93U^'s2h91 = *'2nJ 

SO lautet die letzte Gleichung: 

oder qim]c\2 — q^^'^^\i = 0. 

Dazu ist nach ft) 9.i — ^2 = 1- 
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Aus beiden Gleichungen folgt aber 



mk\^ 



oder 

Es ist also nach ff) 



'18 '•'«'21 ""«'12 



^* mÄj'i, — nÄj'ai ^w ^^'^^ _ ^^'^^ 6*2- 
Ebenso erhält man aus der Bedingung, dass j? durch P' 
gehen soll, und ff) die zwei Gleichungen 
2iWÄ'i2 — ?2^*'2i = 0; 

aus welchen folgt 

fik ^i tnk 12 

^^ wÄ;'i2 + w^'ji ' ^^ mk\^ + wäj'jj* 
Es ist also nach ff) 

Es bilden daher die vier Geraden jp^', p, p^, p, mit den 

Coordinaten 

f mk 12 / I '^k 21 / 

**!' J* ^ mk\, + nÄ'ji ^*^ "^ wÄ;'i2~+n^''ai **^' 

' V ^^'12 ,' ___ ^^'21 i' . 

5*2' 9* — wÄ;'i2— nÄ;'2i ^*^ mÄ;'i, — nifc'21 ^*2) 

nach Art. 39 einen harmonischen Strahlbüschel, und es ver- 
hält sich 

sm^i ^ : sm^2 P *= sm Pi |) : sin^j^ ^ = — /^ : — /— ; 2a) 

**2 ^1 

wo ^'12 » ^'21 ^i® i^ 1^) angegebene Bedeutung haben. Der 
Coordinaten -Anfangspunkt 0. uiid P liegen in demselben 
Winkelraum p^p^. 

Soll im zweiten Falle der Strahlbüschel harmonisch sein, 
und soll sich verhalten sinjp^'p : nmp^p = sinjp/p' : sinjpgV 
= w : w, so muss nach Art. 39 sein 

** ~ mr/ - nr^. ^^ "" SiT^^^^^ ö*2- j 

Da femer P und P' mit P/, Pg' auf derselben Geraden liegen 
sollen, muss nach Art. 35, la) sein 

;s^*=2i4+224i; ^1+22 = 1; ^ib=2i'4~ff2'4i;?i'— 22' = !. ' 
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Da nun P^' auf p^, P/ auf p^ liegen soll, müssen ihre 
Coordinaten die Gleichung von p^yP^y Art 30, \d) erfüllen. 
Es muss daher sein 

Da ferner P' auf j? liegen soll, müssen die Coordinaten von 
P' die Gleichung von p erfüllen. Also muss nach *) und 
**) sein: 

/ w^i' f I »^2' ' ' \/ ' ' ' ' \ 

_L / wr/ , j^ wr/ 1' \ / ' ' ' ' Y* 

-h 5^2^*2 \^j^^' ^ nr^' i 21 -r ^r,' + nr/ * 22J \Qi ^22 & ^ 21; 

oder 

~" ^2' mr7+Wr,' (ö^l»"!?'!!«'!! +5'2''28'21«''2l +!/3'*3ä'31«'3l) 
+ *l' OTr/+ ^ (Sfl^ä'««!« +ö'2»"2j'22«'22 +i73>'3ä'32«'32) 
"" ^2' mV + «V (^l*"!*'!«^'" +^2''''^'2»^'2» +5'3^sS'32«'3l) = 0. 

Nun ist nach ***) der Coefficient von qJ r-r ?, sowie 

_ der von g/ r^ 7 Null. Die Factoren von q/ ,-r ^ 

und von qJ r— r müssen iedoch von Null verschiedene 

Grössen sein, da weder P^' auf p^^, noch P^' auf 2)2' liegt. 
Setzt man nun kurz diese Grössen 

9i^lh\l^\2 + 92^2h21^'22 + ^3^3ä'31^'32 = *'l2;| 1J^ 

i^l^lä'l2^'ll + 92^2h[22^\l + 93^sh\2^\l = *'2rJ 

so lautet die letzte Gleichung, da sich dann mr^ + nr2 hebt^ 

q^mr^h\2 — q<^nr^k\y^ ==± 0. 
Dazu ist nach **) ^i' — q^ = 1. 

Aus beiden Gleichungen folgt 

oder 

^ ' _, ^ wr2'A;'2t ^ ^ (/ ' = , wtr/A;\2 
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^^. 



mr^'k\^ nr^*1c\^ 

Ebenso erhält man aus der Bedingung, dass P auf p liegen 
soll und aus **) die Gleichungen 

aus welchen folgt 



Es ist also nach **) 



^ki + 



»»n'^18 +«»2'^'21 

nr^'k\ 



*it2- 



Es bilden daher die vier Punkte P/, P, P^', P' mit den 
Coordinaten 



. mr^'k\^ +**^2'^2i 
%> ^* — mr^'k\^^nr^'k\^ *** 



^M- 






nach Art. 39 eine harmonische Punktreihe, und es verhält sich 
T;P : P^P = P;F : P^P' = M<Ä',, : mr;h\^, 28) 
wo h\2flc\^ die in 16) angegebene Bedeutung haben. 

41. In jedem vollständigen Viereck P^P^P^P^ entsteht 
auf jeder Seite durch ^^- ^^' 

zwei Ecken und die 
Durchschnittspunkte 
mit zwei Diagonalen 

eine harmonische 
Punktreihe. 

In jedem voll- 
ständigen Vierseit 
Pi J?2 Ps Pi, entsteht 
an jeder Ecke durch 
zwei Seiten und die 
Verbindungsgeraden 
mit den Durch- 
schnittspunkten 
zweier Diagonalen ein harmonischer Strahlböschel. 

Die homogenen Coordinaten der vier Eckpunkte des 
vollständigen Vierecks P^, P^ P3, P4 seien, bezogen auf irgend 

WEissBNBOBir, anal. Geometrie. IQ 
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ein Axen-Dreiseit, bezüglich jSf^i, ^it2) ^ksf ^w Um nun zu zeigen, 
dass z.B. auf der Vierecks-Seite Sj durch die Punkte P^^^^jP/jPg" 
eine harmonische Funktreihe gebildet wird; schliesst man so: 
Da P/ mit P^, Pg auf einer und derselben Geraden liegt, 
muss, wenn seine Coordinaten durch Zki bezeichnet werden, 
nach Art. 35^ la) die Gleichung gelten: % =-212% — ö^'si^» 
g'ig — g'21 ==* 1- E^ muss aber auch P^ mit P4, Pg auf einer 
und derselben Geraden liegen; daher muss auch Zki =^'u^h — 
Q4d^k»} Ü94. — ü\b = 1 sein. Analoges gilt för die Punkte P/, P3', 
deren Coordinaten %, /^g sein mögen, und für Pg", dessen 
Coordinaten z'j^ heissen. Man hat daher die Gleichungen: 
für P/ Zki = ff'12% — 2'2i%; q\^ — q^ = 1; 
^'1 = 9sA^k4, — Q43^kfii Qsi — ^'43 = ^ ; 
für P/ 4 = 2i3% + 231^^; ^13 + ^31 = 1; 

% == QiA^k2 + Q'42^it4; 9^24 + «42 = 1; 

für P/ 4 = q\^z,4^ — 2'^%; 2^4 — q\^ = 1; 

^*3 = 223% — Ö'm^) Sm — ^32 == 1; 

fiir P/' zj^ = «12% + «21%; ffi2 + «21 ^7 I5 

^W = 9'"23^*2 — Sm^AS) 9'"23 — 9'"32 = 1- 

Setzt man in den beiden ersten Gleichungen (nämlich in den 
Gleichungen für %) die aus q\2 — q^t = 1; 234 — 243 = 1 
sich ergebenden Werthe g'21 = 9''i2 — 1? ö'^s =*" 9''34 — 1 ^i^i; 
und setzt beide sich so ergebenden Werthe für 4i einander 
gleich, so erhält man die Gleichung 

?i2 (% — %) — ^'34 (% — %) — (% — %) = 0. 
Setzt man für h nun 1, 2, 3, so erhält man zur Bestimmung 
von g 127 9''84 die drei Gleichungen 

«• 2 12 hn - ^12) — ^'34 (^14 - ^13) - (% — %) = 0; 

*• 9''i2 (% — ^22) — 9''34 (^24 -^ %) — (% — ^22) = 0; 

c- ^'12 (% — %) - ^'34 (^34 — %) - (% — %) = 0. 
Damit diese drei Gleichungen neben einander bestehen können, 
oder, damit die aus der Verbindung der ersten und zweiten, 
der ersten und dritten, der zweiten und dritten, sich ergebenden 
Werthe für q^^y Q's^ gleich sind, muss die Determinante 

(^11 — ^2) (^14 — ^is) (% — ^12) 

(% — %) (^24 — %) (% — ^22) = 

(%1 — ^32) (^34 — %) (% -^ ^32) 
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sein. Bestimmt man nun q^^ durch Verbindung der Gleichung 
a und 6, und dann g'gi ^^^ ^®^ Beziehung g'21 = ^12 ~~ 1> 
und verfahrt man entsprechend mit den Gleichungen für 
P^jP^jP^^ ^ö erhält man folgende Ausdrücke: 

y ^ (g»8 — ^24) gl» + (^»4 — ^aa) ^18 + (^22 — ^28) ^1 4 . ^ 
*1 * (gll--gl2)(g24-g28) — (^14 — gl8)(%— ^22) ' *^ 



(^28 — ^24) ^11 + (^24 — ^21) ^18 + (^21 -- ^23) ^14 

(^U — ^12) (^24 — ^28) — fe4 — ^18) (^21 " ^22) 

/ = (^22 — ^24) ^18 + (^24—^23) ^12 + (^28 ~ ^2«) ^14 
** (^11 — ^18) (^24 - ^22) - (^14 — ^12) (^21 - ^28) 

(^2 2 — ^24) ^11 + (^24 — ^21) ^12 + (^21 — ^ 2 2) g)4 

(^11 ^18) (^24 — ^22) (^14 ^12) (^21 — ^23) 



'*ifc2) 



^kl 



»*3) 



/ --— (^22 ^21) ^11 "h (^28 ^21) ^12 "i" (^21 ^22) ^18 , - 

*3 (^14 — gll)(g28— ^22) — (gl8-gl2){g24 — ^Äl) ' ** 

(^22 — ^28) ^14 + (^28 — ^24).^!« + (^24 — ^22) ^18 .^ . 

(gl4-gll)(g28-«^22)-(gl8-gl2)(g24-g2l) ' *^' 

/' __. .(/gs —^'22) ^12 + (g'22 —^22) g'l8 + (^22 — ^'23) ^\i , ^ 
** (^11— fl2)(g'22— ^'23) — (g'l2— g'l8)(g21-;g22) ' *^ 
* (^28 — g 22)^11 "{•(^22 ^21)^ 18 "t" (^21 g 28)^12 , ^ 

(^11 —^12) (g'22 -^'23) — (g'i2 — g'ia) (^21 —^22) *** 

Augenscheinlich entsteht der Ausdruck für d^^ aus dem für 
0kl dadurch, dass man überall in % die zweiten Stellenzeiger 2 
mit 3, und 3 mit 2 vertauscht; der Ausdruck für % entsteht 
aus dem für isti dadurch, dass man überall die zweiten Stellen- 
zeiger um 1 rückwärts zählt, also 2 mit 1, 3 mit 2, 4 mit S, 
1 mit 4 vertauscht; der Ausdruck für iSj^ entsteht dadurch 
aus dem für /k^, dass man in allen den zweiten Stellenzeiger 
4 und 3 enthaltenden Gliedern mit /, und zugleich den 
zweiten Stellenzeiger 4 mit 2 vertauscht. 

Es wären nun in dem Ausdrucke für dj^^ ^® ^^s den 
Gleichungen für 0^9 ^1© zu berechnenden Werthe von /j^? ^'22; 
/i3, /23 einzusetzen. Stellt man sich aber vor, als Fundamental- 
Dreiseit sei, was jederzeit möglich ist, das durch die gegebenen 
Punkte Pj, Pgj ^8 bestimmte Dreiseit angenommen, so ver- 
einfacht sich die Rechnung bedeutend. Es sind nämlich dann 
die Coordinaten von P^ 0^^^ 0^^ = 0; % = 0; 

W V }} ^2 ^12 "^ ^5 ^22? % "^^ ^7 

)) J9 7) -^3 ^13 **= ö; % "^ ^) %; 

und die drei ersten der obigen Werthe nehmen die Gestalt an 

10* 
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Jb2) 



^14^2» T^ ^11 *24 ^14^22 T^ *11 *24 

-' ^14^22 - ^H ^24 •4~ ^14^22 ^11 ^22 - . 

^11 ^22 ^11 *24 *11 ^22 *11 ^24 



^1 



^*A : — -""-z- • ^i 



4 



wobei zu beachten ist, dass nach der vorausgesetzten Lage 
des Punktes P^ z^^ positiv, % negativ ist. Aus den beiden 
letzteren Ausdrücken erhält man, unter Berücksichtigung, 
dass z^^ = 0, z^^ = 0; z^^ = 0, z^^ = ist, 



^5 



22 ^24 



^13 = ^; ^23 = 



^11 ^14 

Werden diese Werthe, sowie die: ^12 = 0, %=^0 in obigen 
Ausdruck für z[^ eingesetzt, so erhält man, indem sich zuletzt 
Zähler und Nenner der Brüche durch ^11^^22 — ^14% — ^11^24 
kürzen lassen, 

" 14 22 ^11 '^24 

^*2 ""^ T~^ ^ g z ' ^*l '7~^ z z * ^*2' 

^14^22 *n *24 «14^22 "~ *^11 ^24 

wobei wieder zu beachten ist, dass z^^ positiv, z^^ negativ ist. 
Es bilden also 
die vier Punkte 

-*^2) •*^2 ? 

mit den Coordinaten 



^M = 



*'Jfc2) '^tö «r «r # i» ^kl » » 9 9 '**2 ? 

^14^22 ^11 ^24 ^1*4^22 ^11 ^24 J.\ 

« iv j 4 ^^22 I 1 1 2 4 

*14^22 T^ ^11 ^24 ^14^22 T^ ^11 *24 

eine harmonische Punktreihe nach Art. 39. 

Nach Art. 40 ist daher auch der Strahlbüschel Pg', s^s^'s^s^" 
harmonisch, also wird nach demselben Ari auch s^ und ^3', 
sowie S2 und s^ von demselben harmonisch getheilt. Aus 
letzterem Grunde folgt, dass auch der Strahlbüschel Pi,s^s^'s^s^ 
harmonisch ist, imd dass mithin auch s^' harmonisch getheilt 
wird. Endlich folgt aus der harmonischen Theilung von 5^, dass 
auch der Strahlbüschel P3',S252"54S3' harmonisch ist, und dass 
demnach auch s^' durch denselben harmonisch getheilt wird. 

Genau auf dieselbe Weise, indem man nur den Buch- 
staben z mit J vertauscht, beweist sich der Satz vom voU- 
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ständigen Vierseit PiPiP^P^- Man braucht nur das Wort 
„Durchschnittspunkt^* mit „Verbindungsgerade" und umgekehrt 
zu vertauschen; statt der bisherigen grossen Buchstaben kleine^ 



Fig. 16. 




und umgekehrt, zu setze^i, und endlich die Worte „Punktreihe" 
und „Strahlbüschel" mit einander zu vertauschen. Man zeigt 

daher zuerst sowie oben, dass der Strahlbüschel iSi,j92l>2.Pi-Pi' 
harmonisch ist, und schliesst dann nach Art. 40 auf die 
Harmonie der Übrigen in Rede kommenden Strahlbüschel. 

Sollen die Coordinaten z. B. der Punkte P^? -Pg''» A> -^i' 
im ersteren Falle auf ein anderes Fundamental-Dreiseit trans- 
formirt werden, in welchem nicht gerade P^, Pg, Pg Ecken sind, 
so verfährt man folgendermassen: Die Bezeichnung der neuen 
Coordinaten bleibe ebenso wie bisher, nur werde überall Z 
statt gebraucht Man hat dann, indem man nach Art. 28, 
9a) die bisherigen Coordinaten durch die neuen ausdrückt, 

«U^M = ^. [2)'u-Zi4+®'21^2*+^'31-Z84][®'iS^1,+S)'22^22+2)',Ä]; 



0..Zi 



11*24 



tt) 
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Da nun %;ie^si) ^12; ^s2) ^is^^ss ^^^ ^^; ^^ ^^^ i^^^ ^^^^ ^^' ^^f 
9a) die drei Paare Gleichungen: 

<h' »'12^11 + »'22^21 + ^'32^81 = 0; 

61. »'is^ii + »'23^21 + ^'s8^3i = 0; 
«2. »'11^12 + ^'21^22 + »'31^32 = 0; 

62. ^'is^i2 + »'23^22 + »'33^32 = 0; . 
«3. ^;n^i3 + ^'A + »'31^33 =- 0; 

63. S)'i2-Zi8 + ©'22-^23 + ^'32^33 = 0. 

Eliminirt man aus den Gleichui^en diyhiZ^^ und Z21 und 
wendet die Sätze bezüglich Art. 29, III) h^yh^\h^,h^ an; 
eliminirt man aus o^j \ Z^^ und Z^^ und wendet die Sätze 
bezüglich Art. 29, c^,c^\c^^c^ an; eliminirt man endlich aus 
Oj,, 63 Zi3 und Z23 und wendet die Sätze bezüglich Art. 29 
a/^aj'; Ol', Oa'* an, so erhält man die Beziehungen 



^12 «T" ^22? ^32 äs~ -^22) 

*'a« *'iia 



*) 



Führt man nun die in ff) angedeuteten Multiplicationen aus, 
und setzt dann für Zi2,-Z'32; ^21,^31 die Werthe aus *), so 
erhält man * 



^1A^«« 



oder nach Ari 29, IV) 627 ^^^ ^i 

Um nun z. B. die neuen Coordinaten Zl^ des Punktes P/ zu 
finden, setze man in dem in f) gegebenen Werthe für sf^^ 
successive Ä = 1, 2, 3, so erhält man, da z^^ = 0, % = 0, 



** 



) 



% = 0, «jg == ist, 



^u = 



^IA^«< 



^11 ^«^ 



^14^« +^11^24 



'^ll? 



'21 



^14^22 +^11^24 



'3X 



a 
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Drückt man nun nach Art. 28, 9a) ^n, ^'gi? ^'31 ^^rch die 
neuen Coordinaten Z\^, Z\^, Z\^j und e^^y z^^ durch Z^, Zg^, Z^^ ; 
^12,^22,^32 aus, und setzt zugleich für Z^^^ Z^^\ Z^^y Z^^ ihre 
Werthe aus*), für ^14%,%% ihre Werthe aus**), so erhält 
man die drei Gleichungen: 

^ (®'n ^1« + »',. ^,. + S)'m ^.«) + ^ (»'.. ^u + »'., ^,4 + »'« ^.4) 

^ (s)'., ^.4 + »'« ^»4 + S)',. ^.«) 
^ (a)'u z., + »',. ^,4 + ®',. ^,4) + ^ (s)'., z» + s« ^«4 + ®'., ^.4) 

Streicht man beiderseits den Divisor S)', multiplicirt Zähler 
und Nenner der Doppelbrüche mit S)iiS)22; ^^<^ wendet 
wiederum die Sätze Art. 29, IV) %, ftj an, so erhält man zur 
Bestimmung von Z\^yZ\^yZ\^ die drei Gleichungen: 

(S)'u ^14 + 2)'.. ^.4 + 35'». ^.4) ^n^»» . 

(®'u ^.4 + ®'„ 2r„ + s)'„ z,.) »., z„ + (®',. ^„ + ®'« ^,4 + a>'„ z,,) D„ z„ ' 

2)'„^n + S)V2^« + ®'32^'31 - ^ • 3)' ^ 

■ (^ H ■^U + 3) », ^,4 + 3) ,, ^,4) Zu Z„ 

' (»'„ -Z.4 + ®',. ^.4 + »'« -^.4) »11 ^„ + (S>'.,^u + 2)'« ^.4 + a)'„ ^84) ®« ^n ' 

Setzt man einstweilen kurz 



SO hat man also die drei Gleichungen 



M, 



2; 



®;u s);« ®;3i 

'*^ 12 *^ 22 *^ 32 

3^' ®' 3^' 

Ä' 13 *^ 23 ^^ 33 



Z' 



^.%'-z,^z,, 



J»fi3)„Z,, + ilf,S)„^., 



J^l ®'21 S>'31 
S>'23 S)'33 
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2)'« S)'m 2>'m 

S)'« S)'» 3)'3, 

35' 3)' 3^' 

^i« *"»« •»'s» 



7' _ a)-g'-Z„Z„ 



Z', 



31 



a)-g'-z..z„ 



S)'l3 ®'»3 ^'m 

Die Determinante links ist nun 



^i«.i^.. + *.2)..-^n 



®u 


■Mi 


S)'« 


^'» 


Jl^ 


©',» 


^\s 





s>'» 


S)'u 


®'s. 


üfl 


S)'u 


S)« 


, af. 


S)'i, 


®'« 


, 



®'u 2)'« 2)'« 

S)'« a)',3 S)'„ 

5N' 3^' T)' 

*^i3 ^'ss ^'sa 



oder nach Art. 29, III) J/.V.^' 

= (®ii®'u + S)«S)'« + 3)„©'„) . 3)' 
oder nach demselhen Art. lY) a^ 

Die Determinanten rechts in den Werthen für Z'^, Z'g^, Z'j^ haben, 
wie man sich mit Anwendung der Regeln des Ari 29, III) 
W> ^2 1 Wj ^9 1 K) K überzeugt, die Werthe bezüglich 

Man erhält daher 

r^' ^\ ^n ^\\ ^M I 3fg 3)22 ^11 ^aa 



Sl 



Z'. 






+ 






Setzt man im Zähler des zweiten Braches im Werthe für Z\i, 
vermöge der aus *) folgenden Gleichung '^^^Z^i °=> ^jg^^g, 
S)ggZjj fOr 'S)^iZ„] im Zähler des ersten Bruches iAi Werthe 
für Z\i, vermöge der aus *) sich ergehenden Gleichung 
®i»-2ii ■= SJiiZgi, S)iiZji far ©igZji; in den heiden Zählern 
der Brüche für Z'gi, vermöge der aus *) folgenden Gleichungen 

®i8'^n = ®u'^8i) '^2s^»i = '^sa?si> ®u-^si f^^ ©„Zu, ©ggZgg 
für ^üZ^ ein, so erhält man 






Z\i 



Zn-h 



M,%,Z,, 






Zi3] 



Zsr 
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Ganz ebenso, nur . treten an die Stelle der + Zeichen die 
— Zeichen, findet man die Werthe der Coordinaten Z'j^ von 
Pg". Man sieht also, wie es nicht anders sein kann, auch 
jetzty dass 
die vier Punkte 

mit den Coordinaten 
y . '7" ^l^lL?ll y 3fg g^gg Zu ,y 

*2'^*2 — jf^3)n^gg--afga)gg^„ '^^^ M,%>,,z,,^M,%,z,, '"^^ 
p. ' p'. 

y . y 1_ Jfl^nZg g rW X Jfg 3)ga Z| 1 y 

^ku^ii — M,<3b,,Z,, + M,%,,i,, '^^^'^ M,%,Z,, + M,^,,Z,, ' ^*2 

^l = ®U-^U + ®'21-^24+S)'31^34; ^2 = ® 'l2 -^14 + 2) '22 ^24 + ^ '32 -^34 

eine harmonische Punktreihe bilden. ' 

Genau durch dieselben Betrachtungen überzeugt man 
sich auch aus den auf ein anderes Axen-Dreieck, in welchem 
PvP^iP^ nicht Seiten sind, bezogenen Coordinaten der Geraden, 
welche in dem Satze über das vollständige Vierseit in Betracht 
kommen, dass die oben von demselben ausgesprochenen Gesetze 
auch dann noch Gültigkeit haben. 

Kap. IL 
Die Kegelschnitte. 
42. Setzt man in der Gleichung eines Kegelschnitts für 
orthogonale Punkt- und Linien -Coordinaten F{Xyy) ^^ 0, 
5 (j, ^) = 0, Art. 10, la), 16), um dieselbe in trimetrischen 
Coordinaten auszudrücken, für x, y und für j, ^ ihre Werthe 
aus Art. 23 bezüglich 8a), SV), multiplicirt man zugleich die 
Glieder, welche x und y, j und ^ nur in der ersten Potenz 
enthalten mit 1, das constante Glied mit P, und setzt für 1 
seinen Werth aus Ari 23 bezüglich 7a), 76), so erhält man 
nach geschehener Zusammenziehung offenbar Gleichungen von 
der Form: 

f(äl.ä2,ä3) = CllJl*+2Ci2äiä2 + 2Ci3jiä3 + C22ä2*+2C23ä2ä3 + C3säs2 = 0. 16) 

Man erhält dann also die Gleichungen der Kegelschnitte in 
homogener Form. Dabei soll wieder, wie in Art. 10 Cmn als 
identisch mit Cnrm C^n als identisch mit C»m angesehen^ und 
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es soll je nach den Umständen bald die eine; bald die andere 
Form angewandt werden. Die Gleichungen la), 16) können 
auch in der Form geschrieben werden: 

fi^ly ^27 h) = (^11^1 + ^12^2 + ^13^3) ^1 + fe2^1 + ^22^2 + ^3^3) ^2 

+ (^13^1 + ^3^2 + ^^3)^3 = 0; 2a) 

Kiv hj h) = (Ciiäi + Ci3i2 + C1353) 5i + (Ci2äi + ^2282 + ^2383) »2 

+ (Ci3 5i + C23 i2 + C33 h) h = 0. 2b) 
Selbstverständlich können alle Glieder einer solchen Gleichung 
wie la); 16), 2a) j 26) noch durch einen und denselben con- 
stanten Factor multiplicirt oder dividirt werden. 

43. Lässt sich die linke Seite der Gleichung la) Art. 42 
in ein Produkt von zwei linearen Factoren m^^^ -}- m^^i -^ ^^3? 
%^i + ^^2 + **8^3 zerlegen, ist also f{Ziy0^,z^ = {fn^z^ + »12^2 
+ ^3^3)(^i^i + %^2 + %^3); ^ö ^^^ sie Null, wenn 

%^i + »^2^2 + *^3^3 = 0, oder n^z^ + n^z.^ + n,^0^ = 
ist. Letzteres sind aber nach Art. 30, 6a) die Gleichungen 
zweier gerader Linien. Da die Coordinateji ihres Durchschnitts- 
punktes beiden genügen müssen, so muss die Gleichung Art. 42, 
la) für ^1,^2? ^3 gleiche Wurzeln haben, und umgekehrt ist 
das Auftreten gleicher ^Wurzeln für ^i,%^3 ein Beweis, dass 
sich die Kegelschnittsgleichung in ein Produkt .von zwei 
Gleichungen gerader Linien zerlegen lässt. Ebenso ist das 
Auftreten gleicher Wurzeln für Ji,ä2;ä3 i^ ^^^ Kegelschnitts- 
gleichung 16) ein Beweis, dass sich dieselbe in ein Produkt 
zweier Gleichungen von Punkten zerlegen lässt. Soll nun 
eine Gleichung für ^j, iSfg, z^ gleiche Wurzeln besitzen, so muss 
ihr Diflferenzialquotient nach ^i,^2>^3 Null sein; es müssen 
also ausser der Gleichung la) auch die Gleichungen bestehen: 

^11^1 + ^12^2 + %^3 = 0; Ci2^i + C22^2 + ^3^3 = ^5 C^s^i + 

^23^2 + ^33^3 = 0. Sind diese aber erfüllt, so ist dies auch 
mit der Gleichung la), da sie sich in der Form Art. 42, 2a) 
schreiben lässt, der Fall. Man sieht also: 

Die Bedingung dafür, dass die Kegelschnittsgleichung la) 
in ein Produkt zweier Gleichungen je einer Geraden, und 
dass die Kegelschnittsgleichung 16) in ein Produkt zweier 
Gleichungen je eines Punktes zerfällt, ist das gleichzeitige 
Bestehen der drei Gleichungen bezüglich 
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^11^1 + ^12^2 + ^8^8 =* 



^12^1 + ^22^2 + ^28^8 = 
^18^1 + ^3^2 + ^3^8 = 



Ciiii + Ci282 + q8ä8 = 0; 
Ci2ai + Csaäs + C23J8 «= 0; 

<^18äl + ^28^2 + ^8ä3 = 0. 

Es muss demnacli die Determinante Null sein^ oder es 'muss sein 

Cii Ci2 ^13 

= 0; la) 



^12 ^2 ^23 
^3 ^8 ^33 



Cu 


c« 


Cu 


Cis 


c» 


«2» 


Cis 


C28CSS 



0. 16) 



Jede dieser symmetrisclien Determinanten heisst: Discrimi- 
nante. Dieselbe soll im Falle la) mit (7, im Falle 16) mit 
(£ bezeichnet werden. Es soll also gesetzt werden 



^11 ^2 ^3 
^12 ^22 ^3 
^3 ^8 ^33 



C; 2a) 



Ca 


Ci, 


Cu 


Cis 


c» 


C28 


Cl8 


^ 


Cs« 



S; 26) 



oder, ausgerechnet, und mit Beziehung auf Cmn = Cnm, Un = Cnm 
cyklisch geordnet, 

tJjiCggCgg -}~ ^^2^23^1 ^1^3 ^22^31 ^3^i2 ^'^ ^5 ^^) 

^1^22^83 r 2 CigCgsCji C11C2S C22C31 C33C12 = ®; 36) 
oder, durch Zerlegung in Partial-Determinanten 

C^2^33 ^ ) ^11 + (^13^28 ^12^33) ^12 + C^32^12 ^31^22) ^13 "^^ ^5 

oder (Ci3 Cgs ^12 ^33) ^21 1 (^3^11 ^1 ) ^22 1 C^i ^1 ^23^11) ^3 ""^ ^ ? 
oder (C32C12 ^1^2) ^1 r (^21^31 ^23^11) ^32 H" (^11^22 ^12 ) ^3 ^^ ^5 
und ebenso: 

(^22 ^33 ^23 ) ^11 + (^13^3 ^12^3) ^12 + (^82^12 ^31^22) ^13 = ® J 

oder (C13C23 — C12C83) C21 + (C33C11 — Cgi^) C22 + (Cji C31 — C23C11) C23 = (£; 

oder (Csa Cjg — C31C22) C31 + (C21C31 — CgsCn) Cgg + (CnCgg — q»*) C33 = S. 
Bezeichnet man die Partial-Determinanten, welche den Coeffi- 
cienten von Cmn,Cmn bilden, bezüglich mit Cmn,^mn, wobei, da 
Cmn und Cnmf Cmn uud Cnw »Is ideutisch betrachtet werden, auch 
Cmn = Cnmy Smn = ^nm seiu muss, SO hat man folgende Be- 
ziehungen: 



^22^38 ^23 ^^ ^11 5 

^38^11 ^1 "^ ^22) 

^11 ^22 ^2 *^ ^33 5 

^3^8 ^12^3 ^^ ^12' 

^1^1 ^8^1 "^ ^23) 

^2^2 %^2 ^^ ^l5 



^2^33 ^3 ®115 

7a) C33Ca-C3i« = 622 5 ^ 76) 

^1^2 ^2 "^^ ^8) 

^8^8 ^2^3 ^^ ^125 

8a) C2iC3i-C23Ca = 623;} 86) 

^2^2 ^1^2 ''^ '*31' 



4a) 
5a) 
6a) 

46) 
56) 
66) 
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[Art 43. 44. 



Man sieht auch hier, dass in 7) und 8) jede Gleichung aus 
der vorhergehenden, und die erste wiederum aus der letzten 
durch cyklisches Fortrücken der Indices um 1 entsteht Man 
hat femer die Gleichungen: 

(^3^11 ^81 ) (^11^2 ^12 ) \p21^l ^S^ll) ''^ ^11 ^5 

C^ll ^22 ^12 ) (^2^8 ^28 ) C^2 ^2 ^1 ^2) =^^2^5 

(^22^33 ^23 ) (C33C11 Cji ) (Ci3<^28 ^12^8) "™ ^33 ^5 

C^21^1 ^23^l)(^2^12 ^1^2) (^13^8 ^12^S3)(%^22 ^12 ) °^ ^2 ^5 

(^82^12 ^31 ^2) (^18 ^8 ^12^) (^1^1 ^28%)C^22^ ^8 ) ^^ ^3 ^5 

(^13^28 ^12 ^33) (^1^1 ^3^11} (^2^12 *^1^22)C^33% ^1 ) ''^ ^31 ^5 

und ebenso: 
(C38C11 - C3iO(CiiC22 - O - (CjiCgi - C23CH)' = Cn 6; 

(^11^22 ^2 )(^2^ ^28 ) (^2^12 ^1^) ^^ ^22 ®5 

(^22^33 ^8 )C^8S^11 ^1 ) (^8^8 ^12^3) ^^ ^33 ® 5 

(^21^31 ^23^1) (^32^12 ^31^2) (^3^8 ^12^(^11^2 ^12 ) =^ ^12 ^5 

• (^32^12 ^1^2) (^13 ^23 ^12 W (^1^31 ^8^1l)(^2^83 ^3 ) "^ ^3 ^5 

(^13 ^^3 ^12 ^3) (^1^31 ^3*^11) (^2^12 ^81^22)C^3^U ^1 ) ^== ^1 ^J 

oder, nach 7) und 8) 



9a) 



96) 



^^22^^33 


-C2/ = qiC7; 


^^33 ^11 


-C8i* = ^2C; 


Cl, C22 


-G,2' = €^C', 


^3^31 


— CigCgg = C12 C^; 


C^lCi2 


— CagCu = e?23 C; 


Ci2<723 


""CgiCga = ^81 C'i 



10«) 



®«s®8i — ©«©SS = Ci« ®; 



106) 



Sowohl bei den drei ersten, als bei den drd letzten Gleichungen 
in 10) entsteht wiederum jede folgende aus der vorhergehenden 
durch cyklisches Fortrücken sämmtlicher Indices um 1. 

44. Die Gleichung der Tangente in einem Punkte 4 au 
einen Kegelschnitt f(eviig,e^) lautet 

wenn fk den Werth bezeichnet, welchen der für Zk genommene 
DiflFerenzialquotient von f^is^, z^, ^3) erhält, wenn Zk fiir Zk gesetzt 
wird. Die Gleichung des Berührungspunktes auf einer Ge- 
raden ji mit einem Kegelschnitt f(äi,52>j3) lautet 

f/-8i + V-fe + V-ä3 = 0, 
wenn fi den Werth bezeichnet, welchen der für j* genommene 
DifiFerenzialquotientvonf(ji;j2;J3)®rhält, wenn ji für jigesetzt wird. 
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Art. 44.] — 157 — 

Der erste Satz ergiebt sich folgendermassen: Es seien 
z'k und !Sk-\- l^^k zwei benachbarte Punkte des Kegelschnitts, 
so ist nach Art. 32, 2a), wenn 4 für das dortige %, 4 + ^^* 
für das dortige % gesetzt wird, die Gleichung der durch die 
beiden benachbarten Punkte gehenden Sekante 
K' « + A^,') - e^ « + A«/)] z, + [< {z; + A;er/) - ^ « + A<)] z, 

+ [«;« + A^a') - V (^i' + A V)] z, = 0, 
oder • 

(V A< - < A V) ^1 + « A^; - < AO 0^ + (^/ A< - ^er/ ^O h = Q, 
Dividirt man diese Gleichung durch Ai?/ und geht von den 
Differenzen auf die Differenziale über, so erhält man 

('.' t; -'.' it^) -.+('.•-'.' t^) ■-+('.' ^ -'.')•'.-»■ t) 

Da nun die beiden Punkte auf dem Kegelschnitte liegen, muss 
f{zl + hzi, z; + A V, < + A<) = 0; f(zl, zi, zf) = 

sein, also auch 
f{z,' + Az,', z,' + A<, ;?; + A V) - fW, z,', <) = 

oder 
nz: + A;!-/, V + A V, V + A V) - fW, V + A V, < + A<) 
+ /•«, V + A^,^,' + AV)-/"('^i', V,< + AO 
+ /"(^i', <, V + A V) - a<, %', V) = 0; 
oder 

^f«, < + A^,', zi + A^,') + A/-«, V, ^3' + A<) + Afizl, z;, = 0; 
oder 

ÄiT ^ -'A^i + Ä^' A«, 

+ ^^^^^-A.3' = 0; 

oder, wenn man durch A z^ dividirt und auf die Diflferenziale 
übergeht, vermöge der oben genannten Bedeutung von /* 

./;'+^'-^+/s'-|^=o. tt) 

Nach Art. 23, 9a) müssen aber für die beiden Kegelschnitts- 
punkte auch die Gleichungen gelten 
g^r^ {z; + A zi) + g^r^ (^ + A z^ + g^r^ « + A V) = D; 

ö-i^V + Ö'2»'»V + P»Vs' = A *) 

also 
ö'in A«,' + g^r^ Azi + öfsrj AV = 0; 
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also aueh, wenn man darch A^^' dividirt^ und dann die 
Differenziale nimmt^ 

Aus den beiden Gleichungen ff) und fff) eigeben sich nun 
die Werthe 

Werden diese Werthe in die obige Gleichung f) eingesetzt, 
so nimmt dieselbe die Form an 

[91^1 (^2?/ + V^O - fi {9%r^z% + S'a^sO] ^i 

+ [</8^3 {hfl + ^tfi) - fs (9irih' + 92^2^')] ^3 = 0; 
oder da nach *) g^r^si^' + g^r^^z^' = 2) — Ä^i^/; i's^sV + 
9i^ih' = -D - sr^rgV; S'i^i^ + 92^2^2 = -D — srjrjV ist, 

• [^xn (</;' + v/i' + v^') - ^ /;'] h 

+ [92r2 Wfi + </;' + V^sO - ^ /il ^2 
+ [S's^s (^i7/ + ^2f/ + V^s') - D fs] h = 0; 
oder 

Da nun die Gleichung *) oder Art. 23, 9a) auch für jeden 
Punkt z^ 027 ^s ^^^ Tangente gilt, lautet die Gleichung auch * 

D WA' + VA' + vno - -D ifx'h + f,'^, + n'^,) = 0, 

oder • 

Nun ist^ wenn die Differenziation der Funktion f, Art. 42, la) 
nacb ;?i, ;?2, ;e!3 ausgeführt, und dann e't f&r ^^ gesetzt wird, 

+ 2^s'(cis«i' + c^s V + ft«0 

= 2(c„ V'+2Ci8^i'V+ 2c,s W+<'22^ü'*+2<^s«+ß«0 
also '• 

<n + <^.' + <f» - 2 . fw<<\ 

Es ist aber, da der Punkt 4 auf der Curve liegt, f{z^y z^j ^jO 
= 0, also hat man auch 
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Es lautet daher die Gleichung der Tangente nach **) 

oder /i'^i + f^z^ + f^z^ = 0. 

Ebenso ergiebt sich die zweite Regel, wenn man den 
Durchschnittspunkt zweier benachbarten Tangenten des Kegel- 
schnitts aufsucht, und diese dann in eine einzige zusammen- 
fallen lässt. 

45. Werden in der Gleichung der Tangente statt der 
Coordinaten eines Punktes des Kegelschnittes die Coordinaten 
eines nicht auf der Curve liegenden Punktes P' efngesetzt, 
so ist die dann entstehende Gleichung 

die Gleichung einer solchen Geraden, dass auf, jeder durch P' 
gehenden Geraden r das von P' und p begrenzte Stück von 
den Durchschnittspunkten S^, S^ harmonisch getheilt wird, 
d. h. p ist die Polare von P (Art 18). 

Werden in der Gleichung des Berührungspunktes statt 
der Coordinaten einer Tangente des Kegelschnittes die Coor- 
dinaten einer die Curve nicht berührenden Geraden p' ein- 
gesetzt, so ist die dann entstehende Gleichung 

die Gleichung eines solchen Punktes, dass der im Durchschnitts- 
punkte It jeder durch P gehenden Geraden mit p gebildete 
Winkel von den von B an den Kegelschnitt gelegten Tangenten 
Sj, «2 harmonisch getheilt wird, d. h. P ist der Pol von^ (Art. 18). 
Es seien nämlich im ersten Falle die in den Grössen /J 
enthaltenen Coordinaten z'k die eines nicht auf dem Kegel- 
schnitte liegenden Punktes P', die Coordinaten des Durchschnitts - 
punktes P" von r mit p seien z% die der Durchschnittspunkte 
/Si, ^2 von r mit dem Kegelschnitte seien %, Zj^,^y so muss, da 
/Si und ^2 mit P und P" auf derselben Geraden liegen, nach 
Art. 35 sein 

Da aber sowohl S^ als S^ auch auf dem Kegelschnitte liegen, 
muss auch s^/(^n,%,%) = 0; /"(-s^ig, %, %) = 0, oder also 
es muss sein 

f{ii^i' + aX, (iX + ?2<; <liK' ± «2O = 0, 
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Entwickelt man diesen Ausdruck, indem man die Werthe 
% =* 2i 4' + 22 ^* > % = Qi 4' — Qi^'k^ ^® Kegelschnittgleichung 
Art 42, la) einsetzt, so erhält man die Gleichung: 

+ 3122 k" • 2 (cii^i' + c„«/ + CjsO + V • 2 (Ci8«i' + ^^j' + CjjfTj') 

+ < • 2 (Cis^i' + c«,^«' + CssO] 
+ ?2* [Cii^i'* + 2 Ci2Ä,' V + 2 «13«/ V + <«V* + 2 Cis^i' V + Cs3<*] = 0. 
Nun ist offenbar 2(Cii«i' + CwV + %V) = A'j 2(Ci2«i' + 
• «8«^/ + Cjs V) = ^'; 2 (Cij^i' + Cjs^g' + CssV) = fa'} also labtet 
die Gleichung kürzer 

Da nun nach der Voraussetzung der Punkt P" mit den 
Coordinaten zl auf der Geraden p liegt, ist 

und man hat daher nur die Gleichung: 

Aus derselben folgt 

wo die Wurzel nur positiv zu nehmen ist, da sowohl g^ als 
^2 als absolute positive Zahlen vorausgesetzt sind. Bezeichnet 
man den constanten Wurzelausdruck kurz mit Wj so hat man 
für den inneren Theilpunkt S^ der Strecke P F^\ und für den 
äusseren Theilpunkt S^ iderselben bezuglich die Gleichungen: 

«L = ^5 iL = ,^. 

Aus diesen folgt 
für5,: gi = s^5?2 = i^; förÄ,: g, = ^5 g^ = ^. 
Es gilt also das Gesetz für die Coordinaten 

von S^\ von S^: 

oder 



1 , , «? '' 



^M* = i-i-rr ^i + r-r:::: ^aj ^w = 7— ::r h — 



Es wird daher nach Art. 39 die Strecke P F^' yon 8^,82 
innerlich und äusserlich im Verhältniss w : 1 harmonisch 
getheilt. 
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Art. 45. 46.] — I6l — 



• 



• Ebenso beweist sich der zweite Satz. Sind ji die Coordinaten 
von^, zi die der Verbindungsgeraden p' von B mit P, j;fc„ Ij^ die 
der Tangenten s^yS^, so ist 

0*1 ~ 1 + «7 0* "•" 1 -f tö ä*5 ä*2 — fzr^ ä* ~ 1 -_t(, ab- 
setzt n\an nun, wenn r^^r^ die von auf jj',j)" gefällten 
Perpendikel sind, 

1 = mr^\ w = wrg', 

also m = —7; w = — T, 

so sieht man nach Art. 39, dass der Winkel jp'^" von s^yS^ im 

Verhältnisse —f : — r, oder r^w : rg' harmonisch getheilt wird. 

46. Liegt ein Punkt P" auf der Polaren eines Punktes P', 
so liegt auch P' auf der Polaren von P". Geht eine Gera-de p' 
durch den Pol einer Geraden p', so geht auch p durch den 
Pol von p\ 

Sind nämlich ;8fi, 4' bezüglich die Coordinaten von P', P", 
so ist die Gleichung der Polaren von P' 

Da nun P" auf dieser Polaren liegen soll, muss auch sein ' 

•/IV + ^.V + ^V-o, 

oder 

2 (Ci, «/ + Cisj«/ + Cis^j') «!i" + 2 (Cij«i' + c« ««' + <^8«s') V 

+ 2 (Ci3«i' + %«*' + Css^s') <' = 0-. 
Dieselbe Gleichung aber lässt sich auch schreiben: 

Die Coefficienten von Zk aber sind die partiellen DiflFerenzial- 
quotienten von f nach z^, z^^ z^, wenn nach geschehener Diflfe- 
renziation Zk für Zk eingesetzt wird; sie sind daher mit/*' zu 
bezeichnen. Die Gleichung lautet daher auch 

Da nun f^^'z^ + ^";8f2 + f^"z^ = die Gleichung der Polaren 
des Punktes P" ist, so erhellt, dass die Coordinaten von P' 
dieser Gleichung genügen. Es liegt also P' auf der Polaren 
von P". 

WaisssiTBOSK t anal. Geometrie. 11 
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* 
Ebenso beweist sich der zweite Satz. 

Ein solches Dreieck, in welchem jede Ecke der Pol der 
gegenüberliegenden Seite, und jede Seite die Polare der gegen- 
überliegenden Ecke ist, heisst ein sich selbst conjugirtes Drei- 
seit oder ein sich selbst conjugirtes Dreieck. 

47. Soll die in orthogonalen Punkt- oder Linien-Coordinaten 
vorliegende Gleichung FXx, y) = 0, g (jr,^) = 0, Art. 10, la), Ife) 
in die Gleichung f{z^, z^, z^) = 0, f (j^, jg, jg) = in homogenen 
Punkt- oder Linien-Coordinaten transformirt werden, so hat 
man nach Art. 42 die in Art. 23, 7), 8) aufgestellten Werthe 
für x^y\ E, ^, und 1 in der dort angegebenen Weise einzusetzen 
und zu verwenden. Man erhält dann als Coefficienten von 
^i^j^i^2 ^^' Brüche, welche sämmtlich den Nenner 2)* oder D^ 
besitzen. Wenn man nun die Gleichung des Kegelschnitts 
in homogenen Punkt- oder Linien-Coordinaten mit bezüglich 
D^ oder D* nicht erweitert, so erhält man als Coefficienten 
^ii;^i2 ®t^' ^^^ ^i^^i^2 ®te. die Werthe: 

+ «22(92-98)'-2a^X,g)3(92~y + «S8X2?)3'); 

C22 = ^-{«ii(j8-Si)'-2ai2(E8-Ei)(98-9i)+2ai3X3g)i(E3— y 

+ «22(98-y'-2a28X3?)i(9s~9l) + «883e8?)l'l; 

^s8==^-{«ii(Ei--E2)'--2ai,(Ei-S2)(9i--92) + 2ai83eig),fe--E2) 
+«22(9i-y'-2a^X,g|,(9,-9,)-fa33X,g|/)5 

^12 = 5?- j«ll(E2-E3)(E8-El)-«12[(E2-E8)(98-y + (E3~El)(92-98)] 
+ «18[3E2?)8(E3-El) + 3e3?)i(E2-E8)]+«22(92-y(98-y 
~«23[3e2?)8(^8-9l) + 3f8?)l(92-y] + «883e2?)8-3e8?)l); 

^23= ^- {«1i(J3-Ei)(Ei-E2)~«12[(E8-Si)(9i-92) + (Ei~J2)(93-9i)] 
+ «13[3e3?)l(El-S2) + 3^l?)2(E3-El)] + «22(93-y(9l-92) 
-«28[X8?)l(^l-y + 3ei?)»(^8-9l)] + «83X8?)l-3eig)2}r 

^31 = ^- J«1i(Ei-E2)(E2-E3)-«12[(Ei-E2)(92-93) + (E2-S3)(9i-92)]" 
+ ö^l3[3^i?)2(S2-E3) + 3f2?)3(El-E2)]+«22(9l-y(92-93) 
-«28[Xi?)2(92-98)+3£2 2)3(9i-92)]+«38 3^1 2)2; 3^22)3); 



la) 
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Cii 


~ B^ 


C22 


1 
~ B^ 


^33 


1 
~ B^ 


C12 


1 
~ B^ 



Art. 47.] — 163 , — 

+ ^{Vi-y^y - 2028^^3(^2-^3) + 033^^3*); 
{auC^-*!)" — 20i2(a;s-a;i)(y3-yi) + 20isX3ri(a;s-a;,) 

+ 122(^3-^1)* - 2023X,ri (2/3-y,) + agjXjri* j 5 
{«»iiC^i-a;«)* - 20i2(a;i-a;j)(yi-y,) + 2ai^Xj:^{x^—x^ 

+ 022(^1-^2)*- 2023X1 FgCy, -y«) + 033X3^2*)» 

j Oi,(a^ -a;s)(a^ -x^) - OiaECa^ -a^)^«- Jfi) + (a^ -a;,Xy2-y»)] 
+ OisÄ ^TsCa;, — «1) + X3 Yi{x^ — x^)] + a^^^y^ - y^)(iii - y^) 
-a^[X,Y,{y,-y,)+X,Y,(j,,-y,)-\ + a^X,Y,.X,Y,]s 

+ OisFXa ri(ai - ajsj) + X, r,(a;3 - a;i)] + Oi,a(y3 - y^(i)i - %) 

- OiJXj:^(3f,-y^) + X,Yly^ -y,)-\+a^X,Y, • XiF,); 

Csi = 55- J0ii(a;i-a!s,)(a5g-a;3)-a„[(a;i-fl;gXy8-y8)+(*2-«8)(2'i-3'2)] 
+0,stXir2(a5j— a:8)+3;r3(a;i— ä:j)] + ajgOi— yj)(y2— y«) 

- a,3[Xi Yly, -y,)+X,Y,{y,-y,)]+a^X,Y, • X^F,) . 

Man bemerkt sogleich, dass in la) die Werthe c^, ^22» ^ssj ^11 

aus einander hervorgehen, indem man die Indices an allen 

deutschen Buchstaben, grossen wie kleinen, cyklisch um 1 

fortrückt 5 ebenso gehen c^^j c^^y c^u c^^ aus einander hervor, 

indem man, um das folgende c zu erhalten, in dem Werthe 

des vorhergehenden an allen deutschen Buchstaben die Indices 

cyklisch um 1 weiter schiebt, also aus 2 statt 1, 3 statt 2, 

1 statt 3 setzt. In 16) entstehen die Werthe von qi, Cg^, Cg,, c^, 

und von qg, C23, C31, C12 je aus dem Werthe des vorhergehenden 

c durch cyklische Erhöhung sämmtlicher Indices an allen 

lateinischen Buchstaben um 1. 

/ Will man die homogene Gleichung in der einfachsten 

•N 11 

Form haben, so ist nur der Bruch ^, ^ wegzulassen. 

Es lassen sich femer die Partial-Determinanten der Discri- 
minante, Art. 43, 7), 8) der transformirten Gleichung durch 
die Partial-Determinanten der Discriminante der ursprünglichen 
Gleichung, Art. 12, 7), 8) ausdrücken. Es ist nämlich z. B. 

^3 "^^ ^11^2 ^12 • 



11 



* 



16) 
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— 164 — [Art. 47. 

Werden hier für <iu <*», c^ ihre Werthe ans la) eingeseizt 
so erhält man nach gesdiehener Hebung 

f'^ =" ^7 • |0ll0«[<'j»-&X>fe-»>l)-<'&-Il>'>Jj->J3 ■]* 

+2a„aB[('j^-E,y9,-9,)-(E,-Si/9,-lj;i][3E,?)s(&-E,)-I,9,(fe-E,i] 
+a„a„[3E,g,(j,-j,;-3E,?),r|4-Sj)J*— ai,«[Cj,-js (;t>,-9, )—(&-!, Vlfe-ljj)]- 

- 2a„a^ [''fe-&)(9,— 9,; - (&-Si) %-^z}] ÄDs' &-Si)— •3^,8. (?*-&)] 

- 2 a,,a„ [3E,?), (&- j.) - 1,», "'?,-&)] [X,9, (9, - 9.) - 3E,8i (9* -9s '] 

+ 2a„a« [(&- J,)(9»-9i)-<'&-SiX9»-9».)] ft93(9,-9i)-i,9/9»-9s)] 
+ a««» [X»?)3'^9,-9») - 3E,?),(9*-9.)]* - «u*^?)/!,-?,) -3E,9. (&-£,)]* 

+2a„aa[3E,D,(E,-j,)-3E,9,(jc,-j,)]ft8,(t,,-9.)-J,D/9*-93)] 
-«8ni,ä(9,-9i)-3E,?l.(9.-9,)]*|; 
oder, nach Art 27, Sa), 9d), 

C„-^^' {«„a„2)* + 2a,,a^^% + a,,a^^%* - o,,*»* - 2a^a,,^% 

— 2a,,a„S)*9, — 2a„<i„®*j39, 
+ 2a„a^®*9, + a„a„^%* - a„*2)*|,* + 2a„a«»*fc9, - a^^SJ^*) 
oder 

Cto — ^ • [(«a«^— aks')98* + 2(ai,ag,— a„a„)j,9,— 2(<^a,s— a„a«)t), 
+ («»»«a— V) Ss* — 2 (ö« Osi — «»M«ii) & + («11 «H — öl**)]; 
oder nach Ari 12, 7a), 8a) 

C„ = ^' [^n 9s* + 2 A^ J,9j - 2 ^i9, + ^,&* - 2 ^ J, + ^]; 

oder 
Cas = ^ • [^1, 9»* + 2 ^„ Jj95 — 2 ^„9s + -4«j£,* — 2 ^ J, + ^ J. 

Ebenso findet man C,„ O^^, einfacher aber dem oben Bemerkten 
zufolge dadurch, dass man die Indices an den deutschen Buch- 
staben je um 1 fortrückt 

Ferner ist Cjj -= Cg,<^i — <^2s<ii> oder 

^2S =^ ''l**'!» ^3^11- 

Setzt man hier für c,g, 0,3, c^g, c„ ihre obigen Werthe ein, so 
erhält man nach gehöriger Hebung und Zusammenziehung: 
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C^23 = ^ • ( «11 «82 [fe — h) (9s — 9l) - (h — £l) (^2 — y] 

• [(El — h) (9* - ^s) — (h - h) (9i - 9*)] 

+ «11 «23 { [(El- E2)(92-98) — (h—h) (9l— ^2)] [3^293 (js-El) " B^sDl (^2— Es)] 

+ [ih-h){%-^)-(h-h)0i2-^M3i,Mh-h)-3iSz(h-hy] } 
+ «11 «88 [XiDs (Es— Es) - 3^?)s (El— E2)] [^2% (Es— El) - X3?)i (E2— Es)] 
-«i2*[(Ei— E2)(92— 9s)— (E2-E8)(9i-92)][(E2-Es)(9s-9i)— (Es— Ei)(92— 9s)] 

— «12«13{[(E2— E3)(9s-9l)-(E8— Ei)(92-98)][3^iD2(E2-Es)-3S22)8(Ei-E»)] 
+ [(E -E2)(92-98)-(E2-E3)(9i-92)][X2?)3(Es-Ei) -3e82)l(E2-Es)] } 

— «i2»2s{[(Ei— E2)(92-98)— (E2-Es)(9i-92)][3E2Ds(9s-9i)— 3^s?)i(92-9s)] 

+[(E2-E3)l9s-9i)-(E3-Ei)(92-9s)][3£j2(92-93)-X2?)s(9i-92)]} 

— «i2«s3 { [X2D3 (Es- El) - 3e»g)i (E2 — Es)] [Xi?)2 (92 — 9s) — 3^?)s (9i - 92)] 

+ [3£ig)2 (E2-E3) - 3£2?)s (E1-E2)] [X2?)8 (9s-9i) - 3£s Dl (92-98)] } 

+ «18«22 { [(E1-E2) (92-9s) -(E2-Es)^9, -92)] [X2?)8(98-9l) - ^M^^-^b)] 
+ [(E2-Es)(98-9l)-(E8-El)(92-9s)][3£l?)2(92-93)-3e2?)8(9l-92)] } 

+ «22«ss[Xi?)2(92-9s)-3^2?)s(9i-92)][3E2?)s(98-9i) - 3£s?)l (92-98)] 

— «18* [3£i?)2 (E2 -Es) - XiDs (E1-E2)] [S^jSs (Es-Ei) — XjDi (E2— Es)] 

-h «18«28 { [3£lD2 (E2 - Es) - ^i% (Ef - E2)] [3^2 Ds (98- 9l) - ^Sl (9» - 98)] 
+ [3^21)8 (E8-El)-X8?)l(E2-E8)][Xia(92-9s)-3^Ds(9l-92)]} 

— «28* [X1D2 (92 - 9,) - ^% (9l - 92)] [X2D8 (98 - 9l) - ^,dl (92 - 98)] ) 

oder nach Art. 27, 8a), 9a) 
Cis = ^- («11 «22 ^' + «11 «28 ®* (E2 + Es) + «11 «SS ®' E2E8 — «12' ®' 

— aiüai8S)*(E2 + Es)— «12«2S®*(92 + 98) -«12«88^*(E293+Es92) 
+ «1S«22 25' (92 + 9s) + «22»88 ^' 929s - «18* 2)^ Es Es 

+ «lS«28 2)*(E29s + Es92) - «28*35^ 92 9s) 

oder 

CiS == fl • [(«22«88 — «28*) 929s + («18«23 " «12«Ss) (E29s + Es 92), 

— («32«12 — «81 «22) (92 + 9s) + («38«11 — «SI*)E2Es 

— ('«21 «81 — «2S«1i)(E2 + Es) + («11 «22 " «12*)] 

oder nach Art. 12, 7a), 8a) 

CiS = ^ • [Ai929s+^12(E29s+Es92)-As(92+93)+^22E2E3-^8(E2+Es)+^Ss} 

Ebenso findet man C^i, Ci^, oder kürzer durch Fortschreiten 
der Indices an den deutschen Buchstaben. 
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— 166 — ' [Art. 47. 

Hat man so die Partial-Determinanten bestimmt^ so kann 

man auch die ganze Discrimmante C, 6 der transformirten 

Gleichung /"(^s^ijjSfgj^s^s) = 0, f (ji, jg, Js) === durch die Discriminante 

. A^ % der ursprünglichen Gleichung F{x,y) = 0, S(E?9) = 

ausdrücken. Es ist nämlich 

Werden hier für c^, c^g, Cjg, Cu, (7i2? ^13 ihre Werthe eingesetzt, 
so erhält man, wenn man hebt, was sich heben lässt, die 
mit dem Coefficienten 4 behafteten Glieder in eine Summe 
von 4 Gliedern auflöst, und dann die Sätze Art. 27, 2a), 3a), 
4a), 10a) anwendet. 

C=^|-ö^iiAi(52~E8)^iS) — «iiA2(E2-53)Ei® + aiiA3(E2-E3)® 

+ «12 Al (^2 - y 9l 2) — «12 A2 (E— Ts) ^1 ® + «12 ^2 (92—93) ?1 ® 

~ «12^13(92-93)® — «12^22(E2-yEi®+öl2^23(E2-y® — «I3A1 Sa ?)3 9i® 

— a^zA%^l%ll^ - «13A3(E2-S3)9i® + «18^13X2?)3® 

— «18^8 (E2 - E3) El ® + «13^33 (E2 - E3) ® + «22 A2 (92 - 9s) 9l ® 

+ «22-422 (92 - 93) El S> — «22^23 (92 - 93) ® 

— a23^i2X2?)39l® + «23^3(92-93)91® — «334223£2?)8El® + «23^23(92- 93)Ei® 

+ «28^33f2?)3®-«28483(92-93)® 

— «33^33^8 ?)39l® — «33^33^2 ?)8El® + «884333£2?)3® ) 

oder 

C= ^8 {— (E2~E3)9i[«1iAi + «12A2 + «13A3] + (92-93)Ei[«12A2+«22A2 

4" «23^23] "l" *2g)3 [öti3-4.j3 -(- «23-^23 "t" «83-^33] 

(E2 E8) El [«11-^12 + «12-^22 + «13-^3] + (E2 "" Es) [«11-^13 + «12-^23 + «IS-^Ssl 

+ (92-93)91 [«12^11 +«22^2 + «23^3] — (92— 93) [«I2A3 + «22^23 +.«23^33] 
• 3^2 ?)3 El [«13-^12 "T «23-^22 "l" «33-^23] *2 2)3 ^i [P'i^A^i + «23-^12 + «33^18]- 

Nun ist Oii^n + ai2^i2 + «13 As = «12 A2 + «22 A2 + «23^3 
= «18^3 + «23^3 + «33^3 = ^j ^cr Inhalt aller übrigen 
eckigen Klammem ist aber Null, also hat man 

^= ^ • [- fe - E3) 9i + (92 - 93) El + 3^2?)3] 

= ^ • [— E29i + E89i + El 92 — El 93 + ^t"^^ 
oder 
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Art. 47.] — 167 — 

C^ = ^ • [(El ^2 - h^x) + ^2% + (Es9i - ii%)] 

= ^-[Xi?)2 + X,?)s + X,?)J 
also nach Art. 23, 6a) 

Fasst man das Bisherige zusammen, so sieht man also : Wird 
eine Gleichung F(x,y) = 0, g(E,5) = 0, Art. 10, la), 16) 
eines Kegelschnittes für orthogonale Punkt- o^er Linien- 
Coordinaten in eine Gleichung f(ß^, z^^ z^ = 0, f (j^, j^; äs) = 0, 
Art. 42, la), 16) für bezüglich homogene Punkt- oder Linien- 
Coordinaten transformirt, und wird während der Transformation 
durch keinen Factor gekürzt oder erweitert, so finden zwischen 
den Discriminanten der ursprünglichen und der neuen Gleichung 
die Beziehungen statt: 

C7 = ^.^; 2a) 

© = ^5-«, 26) 

und zwischen den Partial- Determinanten der Discriminante 
der ursprünglichen und der neuen Gleichung die Beziehungen: 

^22 = ^ • L^11^2^ + 2-4i2E292 ~~ 2-^1892 4" -^22^2 "" ^-^ggJa + ^sj J 

^3 = ^ • [_-^11^8 "T 2^12E3^3 — 2-413^3 + -^2E3 ^^g Jg -|- -^asj 5 

Cl2=^-[Al^l92 + A2(El^2 + E29l)-^13(^l + y + ^22ElE2 

~~ -^28 CEi r E2) "T -^83 J 5 

^^28 = 52 • [^11 ^2^3 + A% (£2^8 -f ?892) — Az (^2 + ^3) + ^22 E2E3 

— -^8 (E2 + Es) + -^83 J 5 

Ci3 = t?81 = ^ • [Al^^l+A^ih^l +£1^3) - ^13(93 + ^1) + ^2E3El 

— -^28 (E» + El) "I" -^83 J 5 
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— 168 — [Art. 47. 48 

®i2=^T-[«iiM2+?ti2(^iy2+^2yi)~«i3/yi+y2)+^^ 

~«23(^l+^) + «33]; 
®23 = ^ • [8lliy2y3 + Sli2(^2y3 + ^3«/2) - «i3(y2 + y8) + «22^2^S 

®i8 = ®31=^'-[2lllMl + ?ll2(^3yi+^lJ/3) — ^13(3/3 + ^1) + ^^ 

— 8l23(a;8+a;i) + 



36) 



Ist bei der Transformation von F in /j von 3 in f bezügKch 
mit ®^, 2)^ erweitert worden, so sind, um dann die neuen 
Discriminanten zu erhalten die Ausdrücke in 2a), 26) bezüglich 
mit 3)^,2)^ zu multipliciren; und um dann die neuen Partial- 
Determinanten zu erhalten sind die Werihe in 3a), 36) 
bezüglich mit ®*,2)* zu multipliciren. 

48. Soll umgekehrt die homogene Gleichung eines Kegel- 
schnitts in eine orthogonale von der Form F {x, y) = 0, 
% (E; 9) = transformirt werden, so hat man in den Glei- 
chungen Art. 42, la), 16) nur für Zk, J* die 'Werthe aus 
Art. 23, 3a), 36) einzusetzen. Ordnet man dann nach Potenzen 
von y,ic;^,E, so erhält man eine Gleichung von der Form 
Art. 10, la), 16), und zwar findet man: 

«lt= rCn9i*+2Ci2 ^1^2 + 2613^3^1+6^2^,^+2^23^2^3 + ^93»];) 

«12 = [^1 El ^t + ^12 (El ^2 + E2 5l) + ^13 (Es 9l + El 93) + ^22 E2 ^2 

+ ^23 (E293 + Es ^2) + CS3 Es W; 
«13 = — [%^l + Cl2(9l+92) + q3(93+9l) + ^2^2 + C23(92+93) + C33y 5 
«22^^^ L^ll El + 2C12E1E2 + ^^IsEsEl + ^22E2 + ^ ^23 E2E3 + ^33 Es J 5 

«23 = — Kl Ei + Ci2(Ei+E2) + Ci3(E3+Ei) + C22 E2 + ^23 (E2+E3) + ^3 Es]; 

«33 "^ L^i 1 2 Cjg + 2 Ci3 + C22 "T 2 C23 + ^J 5 
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Art. 48.] — 169 — 

«11 = [Ca Vi + 2 Cij y^y^ + 2 Cjj yj^/j + Cg^ %« + 2 c^g y,«/, + Cg, yg«];) 
Oi2 = [Ca aJi^i + q, (iCiyg -j^ x^y^) + c„ (a;,yi + x^y^) + c,« a^y^ 

Oi3 [Cayi+<:i2(yi+y»)+ci8(ys+yi)+c22yi!+<:28(y«+ys)+':33ys];l i^) 

^23 = — [Cii^i + C12 K+iTg) + Ci3(a:3+;ri) + C22^2 + ^33(^2+^3) + ^33^3] 5 

^33 = [^11 + 2 C12 + 2 Ci3 + <^22 "r 2 C28 + CggJ. 

Setzt man in diese Werthe die Werthe für c^^^ c^g, . . . C^, C^g, . . • 
in la), 16) des vorigen Artikels ein, so erhält man unter 
Anwendung der Regeln in Art. 27 die Gleichungen F(x,y) = 0, 

3 (E, 9) = wieder, indem a^^ = 5^^, a^^ = ^^^ etc. wird. 

Es sollen jetzt die Partial-Determinanten der Discriminante 
der transformirten Gleichung durch die Partial-Determinanten 
der ursprünglichen Gleichung /'(^i, % ^3) = 0, Khvh2jh) = ^ 
ausgedrückt werden. Nun ist nach Art. 12, 7a) 

-^11 ^^^ ^22^33 ~~ ^23 

Setzt man für «22^^33? ^23 ^^^^ Werthe aus la) ein, so erhält 
man nach geschehener Hebung und Zusammenziehung 

A^l = (^11^22 C12 )Ei + (^11^22 ^12 )E2 2(^21 Cgi ^3 ^11 ) El 

1 (^*33^U ^31 ) El ^ (^21^81 ^23^11/ E2E3 I (^33^11 ^1 ) Es 
^ (^1 ^2 "^12 ) El E2 r 2 (032^12 ^1 ^2ä) El E2 I 2 (C32C12 Cqi C22) E2 E3 

"T 2 (^21 Cgi C23 C^lJ El E2 2 (Cgg C12 Cgi C22) Jg 

^ C^1S^3 ^12^33} E1E2 I (^22^83 ^3 ) E2 T" ^ (^1^81 ^3^1l) E1E3 

2 (Cgg C12 Cgi C22) El Eg 2 (Ci3 C23 C12 Cgg) Jg + (C22 Cgg C2g ) Jg 
2 (Cgg Cii Cgi ) Jl Jg + 2 (Cig Cgg Cig Cgg) Jj Jg + 2 (Cig C2g ^12 ^83) E2 Es 

2 (C22 Cgg C2g ) E2E3 ? 

oder nach Art 43, 7a), 8a) 

-^11 = Cgg Ei^ + Cgg £2^ 2 Cag Ji^ + ^22 El^ 2 C^S hh 4" ^^22 E3 ^ ^33 El E2 



2 



2- 



+ 2 C31 E1E2 + 2 C31 E2E3 + 2 C23 E1E2 — 2 C31 E2 
— 2 C12 E1E2 + Cii £2^+2 Cgg E1E3 — 2 C31 EiEg — 2 Ci2 Es^ + ^ii E3^~" 2 (7g2 EiJg 

+ 2 Cig EiEg + 2 Cig Egjg — 2 Cn E2E8 
oder 

^11 = ^11 (E2 - E3)' + 2 C12 (E2 - E3) (E3 - El) + 2 Cig (El - E2) (E2 — E3) 
+ ^22 (Ea - hT + 2 C23 (E8 - El) (El - E2) + C,, (El - £2)^ t) 
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— 170 — [Art. 48. 

Ebenso findet sich A^] man hat in dem Werthe für Ä^^ nur 
alle i mit Q zu vertauschen. Für J.33 hat man 

Setzt man hier die Werthe aus la) ein, so ergiebt sich 

As = — q2'(?l92 — h^lY + ^iC22(Ei92 — h^lY — C^s'fe^a " Es^i)' 

+ ^22^3 (£2^3 — ES^ — ^IS' (?3^1 — h^y + ^11^33 fe^j — Jj^g)^ 

. — 2 013^22 (Ji^2 - £2^1) (£2^3 - iM + 2 C12C23 fe^2 - h^l) (£2^3 - £3^2) 

— 2 ^2^53 fe^3 - £3^ ii^t), - Si^g) + 2 Ci3t^3 (£2^3 - Xg^a) fe^l ~ El W) 

— 2 C11C23 (Ml - Ei^ (El 92 - E29i) + 2 ^12^13 (Es^i - Ei93) (Ei92 - Ea^i) 

= (^11^2 ^12 ) *ie/2 "T" (^22^3 ^23 ) *2c/3 I (^3^11 ^1 ) *3 c/l 

r ^ (^32^12 ^31^22) *1 £/2 * *2C/3 1 ^ (^3^23 ^12^3) *2 C/3 ' *3 C/l 

+ J (^21^31 ^23^11) ^SC/l * *lCf2? 

oder nach Art. 43, la), 8a) 

As = ^33 • ^1^2' + Ca 3e2?)3^ + G,, 3£3?),« + 2 C3, X,V2 ' ^^ds 

+ 2 C12 3^2 Ss • 3^31)1 + 2 C23 3^3 Dl • X1D2 
oder 

+ C^i«3E3?)x* + 2C7«,3£s?)x • X,?!, + Csa^ig),*. tt) 

Ebenso erhält man 

Ai = «is«23 - «i««s3 { (^n (.h — h)% — 93) + C12 [fe — Es) (5s - 9i) 

+ (Es - Ei)(92 - y] + Cis [(El - h)0)2 - ^s) + (h - h)ini - y] 
+ Cn (Es - El) (^3 - 9i) + C^23 [(Es - El) (9i - ^2) + (Ei - E2) (9s - 9i)J 

+ C'33(Ei-E2)(9i-92)} 

Ferner 

As = «21 «31 — «23«11 = — { Cll 3^2 ?)3 (^2 — 9s) + ^li V^Vs (^3 — 9l) 

+ 3£3?)» (92 - 9s)] + Z^is [Xi?)2 (92 - 9s) + 3e,Ds (9i - 9,)] 

+ c'sa aejDi (5» - ^j + c,3 [X,?). (9, - y + sEiD, (9s - 9i)] 

+ ^3s3£l?)2(9,-92)} ttt) 

und endlich 
Ai = as2«i2 — «31 «22 = { <^ii 3^2 ?)s (Ej - Es) + Q2 [3^2 Ss (Es - El) 
. + B^aDi (S2 - Es)] + C,, [36, g), (E, - Es) + 3e.g)3 (Ei - E2)] 
+ ^22 3E,?)i (Es - El) + C,, [3e,D, (El - E2) + 3^1 g), (Es - Ei)] 
+ G,3 3E,2),(E,-E2)). tttt) 
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Art. 48.] — 171 — 

Soll endlich noch die Discriminante A der neuen Gleichung 
aus derjenigen der ursprünglichen abgeleitet werden, so hat 
man, da z. B. 

A ==: ^31 ttgi + -^32 %2 "h -^33 ^3 

ist, für J.31, J.32 oder J.23, -^33, sowie für a^^y «gg, «33 ihre Werthe 
zu setzen. Man erhält dann 

^ = 2) {Ca c„ Xgg)« + Ci, cii $3 Dl + Ci3 c„ X,D, 

"1 ^1 ^12 *2 c/3 1 ^2 ^12 *^ C/3 I ^12 ^12 *3 C/1 

+ Gl% ^12 3^1 ?)2 + C^22 ^2 3^3 ?)l + C^23 ^12 3^1?)% 

+ C'll ^13 3^2 ?)3 + C^12 ^13 3^3 ?)l + C^13 ^13 3^1 glg 

+ C^Z ^13 3£2?)3 + ^^23 ^13 3£3?)l + ^33 ^13 '^X^^ 

I ^12 ^22 *2 C/3 I ^22 ^2 *3 cJl "T ^23 ^22 *1 C/2 

T" ^12 ^23 *2 c/3 T ^13 ^23 *2 C/3 T ^22 ^23 *3 C/1 

I ^23 ^23 *3 C/1 I ^23 ^23 *1 £/2 "l ^33 ^23 *! Sl 

I ^13 ^83 *2 0^ r ^23 ^33 *3 cAl r ^33 ^3 *1 C/2 ) 

oder 

^ = 3) { X2?)3 r(Cll C^ll + ^2 ^12 + ^13 C^13) + (Cl2 C^ll + ^22 ^12 + % C^is) 
+ (^13 ^11 + ^23*^12 + C33 Cls)] 
+ 3^3 Dl [(^11 ^^12 + ^12 C22 + ^13 C'23) + (^12 ^12 + ^22 <^22 + ^23 ^23) 

"T (^13 ^12 + ^23 ^22 1 ^33 ^23)] 
H~ *l £72 l(^11 ^13 I ^12 ^23 I ^13 ^337 1 (^12 ^13 I ^2 ^23 1 ^28 ^33) 
\ (^13 ^13 I ^23 ^23 I %3 ^33)] / 

Nach bekannten Sätzen über die Determinanten ist hier in 
der ersten, zweiten, dritten Zeile bezüglich das erste, zweite, 
dritte Glied gleich C, alle übrigen sind Null. Man hat also 

also nach Art. 23, 6a) 

^ = 3)2 . (7 
was mit der im Art. 47, 2a) aufgestellten Regel übereinstimmt. 
Fasst man das Bisherige zusammen, so sieht man: Wird 
eine Gleichung /'(^o^^s) == 0; f (ii; 82? 83) = eines Kegel-. 
Schnittes für homogene Punkt- oder Linien -Coordinaten in 
eine Gleichung Fix^y) = 0, g (j, 9) = für bezüglich ortho- 
gonale Punkt- oder Linien-Coordinaten transformirt, so finden 
zwischen den Discriminanten der ursprünglichen und der neuen 
Gleichung die Beziehungen statt: 
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— 172 — [Art. 48. 

^ = S)» . 0; 2a) 

a = i)*.e/ 26) 

und zwischen den Partial- Determinanten der Discriminante 
der ursprünglichen .und der neuen Gleichung hat man, da 
sich die angegebenen Werthe für Ä^, A^^, Ag^, Äi^, Ä23, Ä^i 
offenbar noch anders schreiben lassen, die Beziehungen: 

Ai = { fe — Es) [C'ii ih — h) + <^i2 ih - %i) + Cis (El — E2)] 3a) 
+ (Es - El) [Cu ih - Es) + G^ ih - Ei) + C23 (Ei — E«)] 
+ (El - E2) \C^ ih - Es) + Gis (Es — El) + C^ (j^ — f,)] } ; 

^22 = { (9* - ^s) [^11 (9. - 9s) + Cn (9s - 9i) + Cis (9i - 9«)J 3c) 
+ (9s - 9i) [Ciä (9* - 9s) + C^ (9s - 9i) + C^ (9i - 9*)] 
. + (9i - 9*) [Cis (92 - 9s) + ^23 (.9» - 9i) + '^ss (9, - 92)] } ; 

^ss = {^% \Cxi 3e,g)3 + C,, ÜSx + C18 Xig)J 3e) 

+ 3e,?li [C?i, 3£,2)3 + C^ $3?), + C7^ Xi2),] 
+ Xi?), [C7i3 3E,g)3 + (7,3 X3?)i + C73S «i?!*] } 

A2 = - { (9* - 9s) [Cn (Es - Es) -f Gl, (Es - Ei) + C^is (Ei - E2)] ^) 
+ (93 - 9i) K2 (E2 - Es) + C,if(E3 - E.) + CU (e, - E2)] 

+ (9i - 92) [C^is (Es - Es) + <?2s (Es - El) + <?ss (El - E2)] ) 
oder 

A2 { (E2 - Es) [<?ii (92 - 9s) + C^i2 (9s - 9i) + G^ (9, - 92)] 3i) 

+ (Es - El) [<7i2 (92 - 9s) + G^ (93 - 9i) + C^2s (9i - 92)] 
+ (El - E2) [<?is (92 - 9s) + ^23 (9s - 9i) + Css (9i - 92)] } 

^3 { (92- 9s) [^11 3^2 2)3 + G,,liS, + CijXiD,] 30 

+ (93 - 9l) [C^12 ^,% + C22 ^Z%+ C23 Xl2)2] 

+ (9i - 92) [<?is ^,% + G^ lig% + G,, 3ei2),.l } 
oder 

^23 { 3^2 Ds [C'ii (92 - 9s) + ^12 (93 " 9i) + C^is (9, - 92)] 3n) 

+ 3E3?)i 1^12 (92 - 9s) + C22 (9s - 9i) + G^ (^^ - 9,)] 
+ 3£i % [Ci, (92 - 93) + ^23 (93 - 9i) + G^ (9i -92)] 1 

^13 = 4,1 = { (E2 - Es) [^U XaDs + ^12 3£3?)l + Ci3 Xi2)j ^p) 

+ (Es - El) [C12 X^Ds + C« HSi + C^23 XiSs] 
+ (El - E2) \G^ 3e,2)3 + G^ X3?)i + G,s 3ei?)2] } 
oder 
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Art 48.] — 173 — 

Ab = Ai = [ ^2% [<^u (& - Es)-+ C„ (& - h) + C,s (El - h)i 3r) 
+ 3£,Di [C7„ (E, - Es) + C« (6, - j^ + C^ (Ei - &)] 

+ 3£iD,[C„(E,-&) + C?«(E,-Ei) + C^88(Ei-E«)]); 
und ebenso: 
5tn = { («8 — x») [©11 («» — aii) + ©12 (a^s — a^J + ©„ (Xi - a;g)] 36) 
+ («i — «i) [6« («» — «,) + ®M (a^s — a^i) + ©28 (^1 — ^i)\ 
+ («1 — Xi) [®i8 (^ — «,) + ©is fe — a^i) + ©88 (^1 — a^*)] 1 ; 

%i = { (y« - ys) [©11 (y* - %) + ©« (y* - yO + ©.» (y» - y*)] 3rf) 
+ (ys — yi) [©18 (Vi — ys) + ©22 (y» — yi) + ©«8 (yi — y*)] 
+ (yi - y«) [©18 (y* — ys) + ©» (ys - yJ + ©S8 (yi - y«)] } ; 
«38= {Z,r3[©„x,r, + ©j,x,r, + ©i8^i5^2r m 

+ X3rj©,,3;r, + ^x,y, + ©«.^i^^^l 
+ x.rj©„z,r, + ©^ FsF, + ©3,x, rj}; 
%2 =' - {(y2--y3) [©11 i^i-^s) + ©«(a^s— ^i) + ©13 (^1 -^t)] 3A) 
+ (ys — yi) [©it i^i — Xi) + ©M (a^s - ^i) + ©SS (^1 - ^t)] 
+ (yi - Vi) [©13 (p^i — «s) + ©is (^8 - ^i) + ©33 («1 - a;*)] } 

oder 

%2 — {(^2-^3H©ii(y2-y8)+©i*(ys-yi)+©iu(y.-y2)] 3*) 
■\-(p^— a^i) [©1* (y*— ys) + ©22 (ys — y») + ©28 (% — y*)] 
+ («1 - a^) [©18 (y2 — ys) + ©28 (ys - yO + ©88 (yi - y2)] } ; 

«23 ^ { (y2-ys) [©1, ^ ^8 + ©12 ^S y. + ©18 ^1 ^2^ ^) 

+ (ys -yi) [©12 ^ r, + ©,, x, y, + ©«, x, r,] 

+ (yi-y2)[©iS^i^S+©2S^si^l + ©33Xiy2]} 

oder 
«« {X,r3[©,i(y,-y,) + Si,(y,-y,) + ©,3(yi-y,)] 3o) 

+ X, r, [©18 (y^ - %) + ©22 (ys - yi) + ©28 (yi - y2)] 

+ Xir,[©,3(y,-y3) + ©«(y,-y.) + ©33(y,-y,)]}; 

«i8 = «si = {(^-^s)[©iiX,i, + ©i,x,ri + ©i3X,rj . 3q) 

+ ix,-x,)l(l,,X,Y, + ii^X,Y, + ^^X,Y,] 

+ ix,-x,)[<&,,X,Y,-^(i^X,Y, + (&^X,Y,]] 
oder 

«13 = «31 = {^ ^S [©11 (^2-ä;s) + ©12 i^-=^l) + ©13 (a^l -ä^)] -38) 

+ X^Yi [©u (Xg—x^) + ©ijj («3 -«,) + ©SJ3 (a:, —x^)] 
+ X, r, [©,, (a;,-ai,) + ©,, («.-ojj + ©33 (a:j-a:,)] } . 
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Vermöge der Welrthe von C^n und ©;„„ in Art. 43, 7) und 8) 
lassen sich diese Ausdrücke auch als Summen von Determi- 
nanten schreiben. Man hat nämlich offenbar: 



-^11 -= \h Es) 



h- 


~h '^li 


Cli 


h- 


-El Cgj 


Ca» 


Ei- 


-h<^ 


Csa 



+ (h-h) 



^11 E2 Es ^13 
^12 Es El ^23 
^13 El E2 ^38 



+ (Ei-E2) 



^11 ^12 E2 f3 
^12 ^22 Es El 
^13 ^23 El E2 



Vertauscht man hier die j mit 5, so hat man J-gg« Femer ist 



A'JS *2 C/S 



*2£Js ^12 ^13 




3^3 ?)l ^22 ^3 


+ X3?). 


*lC/2 ^23 ^83 





^11 *2C/3 ^13 




^12 *3C/l ^23 


+ 3e,D, 


^3 *1£)2 ^3 





^11 ^2 *2c/3 

Sag), 



^12 ^22 



^13 ^3 *1 C/2 



Femer 



-«-IV 



(92- y 



E2"~E3 ^12 ^13 




Es "^ El ^22 ^23 


+ (>J3-5.) 


El ~ E2 ^23 ^38 





^11 E2 Es ^18 

C12ES-E1 ^31 +(91-^2) 

^13 El~E2 ^33 



oder 



-^12 



92"" 9s ^12 ^13 
(E2~E3)93"~9l ^22 ^23 
9l""92 ^3 ^83 



+ (E3-El) 



Cu 9«- 9s <is 




Ci« 9s-9i ^ 


+ih-h) 


Cis 9i-9« <^s 





^l ^12 ^2 ^3 
^12^22 93-^1' 
^3 % 9l — ^2. 



Vertauscht man in den Determinanten für A^^ E2 "" Es; Es — Ei> 
Ei~^E2 bezüglich mit X^^j, Xg^i, Xi2)2; so hat man J.23; ver- 
tauscht man ^2 — ^3; ^s — 9i» 9i — ^2 mit Xggla, ^sSi» 3£i?)2 
und nimmt das positive Vorzeichen, so hat man J.31 oder Ä^^. 
Analoges findet natürlich bei den Partial-Determinanten % statt. 

49. Um nun zu entscheiden, welches geometrische Ge- 
bilde eine homogene Gleichung /"(^i, is^ z^ = 0, f (jj, jg, fe) = 
darstellt, denke man sich dieselbe nach den Regeln des vorigen 
Art. in eine heterogene Gleichung F{x^y) = 0, 3(Ej9) =0 
transformirt, und urtheile dann nach den in Art. 15 gegebenen 
Sätzen, indem man für J., JLgg, A^^y A^ etc. die in Art. 48 
gegebenen Werthe setzt, und wo es sich nur um das Vor- 
zeichen handelt, die etwa vorkommenden Factoren ®^, D* als 
unwesentlich weglässt. Dabei ist Folgendes zu bemerken: 

Ist die Discriminante C, @ gleich Null, so ist nach Art. 48, 
2a), 26) auch Ay Sl gleich Null, und umgekehrt. 



^11 ^12 E2 "~ Es 




^12 ^22 Es — El 




^13 ^3 El ■" E2 
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Ferner ist, wenn J. = 0, und A^^ = ist, nach Art. 13, II 
auch J^3,-43i = 0, und wenn 51 = 0, und 31^3 = ist, ist 
auch SI23) ^31 = 0. Sollen aber -^33 =^23 = -^31 = ^? 
^33 = ^23 = 2I31 = sein^ so muss nach Art. 48, 3e), 3Z), 3p); 
3/*), 3m\ 3q) offenbar bezüglich 

(S,,X,Y, + ^,,X,Y, + ^,,X,Y,^0', ^,,X,Y, + (&,,X,Y, + (^,,X,Y,=0', 

ß^l3 ^2^3 + ^23 ^8^1 + ^33 ^1^2 = 0; 

sein. Ebenso müesen, wenn A = 0, Ä^^^ = ist, auch A^27 ^bd 
und wenn J. = 0, A22 = ist, auch A^2f -^23 = ^ sein. Soll 
also zugleich J. = 0, A^^ = 0, A^^ = 0, A22 = sein, so 
muss nach Art. 48, 3e), 3Z), Sp); 3a), 35r), 3r); 3c), 3i), 3n) 
Null sein. Dies ist nur möglich, wenn zugleich 

Cn X^gls + C,ßi^, + (7,3 X,D, = 0; C,, X,D3 + (7^2 3Ea?)i + C^ Xi?)2 = 

C,s W, + C,s X3?)i + Ü33 Xig)^ = 

Cnih-'h)+On{h-h)+Ci^(il-h)-0', Ci2(S2-E3)+C^22(E3-El)+C23(jl-?2)=0 

C'l3(E2-E3)+C'23(E3-Ei)+(733fe-y-0 

Cxi(92-93)+C'l2(93-9l)+Cl3(9l-^2)^05 O,2(52-93)+C^22(53-^l)+C23(9l-^2)=0 

Cl3(92-93)+C^23(^3-^l)+^33(5l-92)=0 

ist, und diese Bedingungen sind wieder nur dann erfüllt, 
wenn alle Partial - Determinanten Cu, Cig, C13, 022, etc. Null 
sind. Dabei ist sogleich einleuchtend, dass die oben genannten 
zur Erfüllung der Bedingung A = 0, J.33 = A^^ = A^i = 
erforderlichen Gleichungen sich auch in Determinantenform 
darstellen lassen. 

Ferner ist nach Art. 48, la), 2a); 16) 26) 

«11 ^ = ®2. (7. [c^^^^2 + 2Ci2 51^2 + 2^13 ^1^3 + 622 ^2' + 2C23'92 9;t+^33 93T; 

a22^ = 2)2-(7.[CiiEi2_|.2ci2jiE2 + 2ci3EiE3 + C22&' + 2c23E2& + ^33S3']; 

033 Sl = J>'-e.[Cn + 2012 + 2^3 + C22 + 2C23 + C33]. 

Zur Bestimmung des Vorzeichens kommen, wie erwähnt, die 
Factoren 3)^, D^ nicht in Betracht. Die übrigen Produkte 
lassen sich ebenfalls in Determinantenform schreiben. Denn, 
multiplicirt man mit C,'6 in die Klammern, und wendet die 
Sätze Ari 43, 10) an, so hat man 
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= 9l 



^12 ^1 
^2 ^22 ^23 



9l ^12 ^13 



98 a 



r I 

'23 V33 



! Cii 9i Ci3 I 

+ ^2 I C'ia ^2 ^23 L + 93 

I ^18 ^3 ^^33 , 



Cn 


Cn 


9i 


c,. 


C22 


^2 


C^, 


C*s 


^3 



Gleiches hat bei dem Ausdrucke für a^ A statt; und ebenso ist 



il 61, 6^3 
|1 ßjs ^33 



6 



13 



6« 



+ 






1. Cf = 







!eu 1 

+ ,«12 1 

Es werden also die Elemente dieser Determinante von den 
Partial- Determinanten der Discriminante, oder von den 
Elementen der der Diseriminante adjungirten Determinante 
gebildet. 

Man erhält also nach Art. 15 und dem soeben Gesagten 
als geometrische Gebilde, welche dargestellt werden von der 
Gleichung 

I.a./'(^l,^2»^3) = CllV + 2Ci2^1^2+2Ci3^1^3 + C22V + 2C23^2^S + %3V = 

wenn 
ist und 

oder 

*2 C/3 ^12 ^13 ^11 *2 2/3 ^13 

*3 C/1 5^22 ^3 1 *3 c)l ^12 *^8 1)\ ^23 
*l£/2 ^3 ^3 1^18 *lC/2 ^88 

ist, zwei reelle, sich schneidende Gerade. 

^is3^2?)8 + f^%a^^i + <^s33^i?)2 = 0; 
oder 

3^?)8 ^12 ^18 

*^3C/1 ^22 ^3 "^^ ^5 



<hl 


c« 


<1S 


c« 


Cm 


CüS 


CisC^s 


Css 



X^Ds 



+ 3e,g). 



Ca 


c« 


3E.?)3 


Cii 


<^ü 


3E,2). 


Cn 


Cn 


XiD. 



<o 



^i i)i ^2S ^3; 



^11 *2£)3 ^13 




^12 3^3 ?)l ^23 


= 0; 


^18 *1?)2 ^33 





^11 ^12 •*2C/3 
^12 ^22 ^SC/l 
^13 ^28 *l£/2 



0; 
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und zugleich, in gewöhnliclier oder Determinanten-Form 

(^2 - y [Ca 0)2 - 93) + CI12 (^3 - ^1) + ^13 (^1 - 92)] 
+ (^3 - ^l) [C12 (^2 - 93) + ^22 (^3 - 5l) + C'23 (9l - W] 

+ (9i - y W3 (^2 - ^3) + C,, (^3 - ^i) + G« (9i - 92)] ^ 0; 

(& - h) [Cu (E2 - &) + C'w (& - El) + C'is (El - E2)3 
+ (Es - El) [Ci2 (E2 - Es) + <^22 (& - El) + C^23 (El - E2)] 
+ (El - E2) [Ci3 (E2 - Es) + <?2s (Es - El) + Cjs (5i - Jj)] > 0; 



(^2-^ 



(E2-E3) 



^2- 


-9s <^12 Cis 


9s- 


~9l ^^2 ^23 


^1- 


-^iC^Css 


E2- 


~Es '^12 ^13 


Es- 


"El '^22 ^23 


Er 


-E2 "ia ^ 



+ (9s-W 



+ (Es-Ei) 



Ca ^2" 


-93<is 


C12 ^3- 


-9l<'2S 


Cl3 9l- 


-92ft.3 


''a E2- 


-Es ''is 


^12 Es" 


-EiCjis 


Cis Ei- 


-E2CSS 



+(91-y 



+ (EI-E2) 



Ca 


«12 ^2- 


-9, 


C12 


<^2V 


-5l 


Cis 


C2S 9l- 


-^2 



^11 ^12 S2"~^J3 
E3 El 



ClO ^o 



^13 ^23 Sl Sa 



^0 



^0; 



zwei reelle parallele Gerade. 

C, C^i = G12 = '^13 = ^'22 "^^ ^23 '^^ ^33 "^^ ^J 

zwei reelle zusammenfallende Gerade. 

+x.D2[f^,sX22)s+c;s3EsDi+0333e J,] > 0; 

oder 



*^2C/3 



*2c/3 ^12 ^] 
X3?)lft 

XiDi 



13 
22 *^23 



'2 ^23 ^33 



+ X8?)l 



^11 *2£'S ^13 




^12 3ts^i Cjs 


+ Xl?). 


^18 ^idi ft« 





^11 ^12 *2C/3 

^12 ^2 3^3 ?)i > 0; 



13 ^23 



*1 C/2 



zwei imaginäre, 
Gerade. • 



sich in einem reellen Punkte schneidende 



2. (7 = 



Ca 


Cu 


C,3 


C]2 


^22 


^23 


Cl3 


Cl3 


CS3 



^0; 



+3£i?l,[Ois3e,?)s"+C,3X3?li+C33Xi2)J<0; 
oder 

*2C/3 ^12 ^13 ^11 *2C/3 ^13 * ^11 ^12 *2 C 

*2t)3 *3C/l ^2 ^23 I *3C/1 ^12 *3 C/1 ^23 I *1 C/2 ^12 ^22 *3 cJl "^ ^1 

*lC/2 ^23 ^33 ^13 *lC/2 ^33 ^13 ^23 *1 £ 

eine Hyperbel. 

• WsissBNBOBN, anal. Geometrie. 12 
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oder 



*2C/3 



3^2 ?)3 ^12 ^13 




«'ll 3£g2>s c,3 




^11 ^12 *2C/3 


*3?/l ^22 ^23 


+ ^3?), 


'^i* *s£/i ''«a 


+ 3ex2), 


^12 ^22 *3^i 


*ie/2 ^23 ^33 




Cis 36x^2 C33 




^13 ^28 ^iSi 



0; 



eine Parabel, 
oder 

^11 *2C/3 ^13 
^12 *3£)l ^23 



3£.?)3 



*2C/3 ^2 ^13 
*3C/l ^22 ^23 
*lC/2 ^28 ^33 

und zugleich 



+ 3E3Di 



^13 *lt)2 ^3 



+ 36,21, 



«'u 


Cl2 


3e2?)3 


C12 


«^22 


3£32)l 


Cls 


C2S 


36,2)2 



>0; 



<^ • [Ca 9i* + 2 c„ 9i9, + 2 c,3 ^,^3 + c,a 5,* + 2 c,» 9,^3 + ^33 ^3*] < 0; 
C • [Ca El* + 2 Cig EjEj + 2 0,3 Eig, + c,, f,* + 2 c^ EjE» + &„, £3*] < 0; 
oder 



9i 



El 



^1 C'ia Cl3 
^2 <^22 C'aa 

^3 ^23 ^33 


+ ^2 


Cit ^1 Ci^ 

^12 ^2 ^53 
Cl3 ^3 C33 


+ 93 


Cll ^12 ^1 
^12 ^22 ^2 
^13 C^23 ^3 


El ^12 ^13 
E2 ^22 ^23 
E3 ^23 C^33 


+ h 


^11 El Ci3 
^12 E2 ^23 
^13 E3 C53 


+ E3 


^11 C'ia El 
^12 ^22 E2 
^18 ^23 E3 



<0; 



<0; 



eine Ellipse. 

^•3ej3[<^u3e22)3+^.23632)i+Ci3 36i2)2]+3e32)i[Ci23e,2)3+c,,X32)i+c,3 3£,2)j 

+XJ,[C,3Xj3+C'2s3e32)i+C«,3EJ,] > 0; 
oder 

^11 *2t;3 ^13 
^12 *3c)l ^23 



*2£/3 



+ 3632)1 



^33 



+ 36i2)2 



Ca 


C12 


3622)s 


C12 


^22 


3632)1 


«13 


C23 


36i2)2 



>0; 



*2c/3 ^12 ^13 
*3C/1 ^22 ^23 
*1 C/2 ^8 ^33 ^13 *1 C/2 

und zugleich 
C' [Cn 9i' + 2c,2 9,^2 + 2c,3 ^,^3 + c,, t),' + 2^23 ^2^3 + % 93'] > 0; 

C' [Cn El' + 2^12 E1E2 + 2Ci3 E1E3 + ^22 E2' + 2^23 E2E3 + ^33E3'] > 0] 

oder 
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tll \ fe ^-22 ^23 + 9. .Cl2 92 Qs , + 93 

1^3 ^23 ^33 1^13 ^3 ^33 1 



^13 ^23 ^3 I • 
^11 ^12 ?1 ! 



^12 ^22 ii 
^13 ^'23 £3 



>0; 



El ^2 W3 , ^11 El ^13 

El E2 ^22 ^23 r E2 . ^12 Ei ^23 r E3 

Es ^23 ^33 ; I ^13 E3 Q3 I 

etwas Imaginäres. 



wenn 



1. E = C12 ^2 ^23 ! ^== ^ 



ist, und 

a. X, FsCSaX, Fs+e- ^3 r,+6,3Xi r,]+X3 r,[6,,x, r3+6„X3 r,+6,3Xi r,] 

+x.r,[6i3X,r3+a:«,X3ri+633Xjy,] < 

oder 



^2^3 



-^2^3 ^12 ^13 



: C11 -Äo Jfo C. 



I 



2-^3 n3 



+ x,r, 



^11 ^12 -^2^3 , 



^13 ^3 -^1 ^2 1 



^3 ^1 ^2 ^23 I -^ ^1 . ^12 ^3 ^1 ^2; 
-^1 ^2 ^23 ^33 I i ^13 -^1 ^2 ^ 

zwei reelle verschiedene Punkte. 

6. (Sn x^Fs+s^^^s 5^1+613^1 1^2=0; 6,,2^r3+s,,X3r,+e^x,r,=o; 

6^13 ^^3 + ^23^3 ^1 + ^3^1 ^2 = 0; 
, ^11 -^^3 ^13 



^2-'^3 ^12 ^13 
^3^1 ^22 ^23 
^l-'^2 ^23 ^33 



0; Ci2 -^3^1 ^3 

^13 -^l-'^^2 ^33 



j ^11 ^12 -^2 ^3 
^5 j ^12 ^22 -^3^1 
I Ci3 C23 Xi Z 2 



0; 



(2/2—^3) 



und zugleich 

(^2 — Vs) [®ii (2/2 — ^3) + ®i2 (ys — J'i) +-Eis (yi - ^2)] 

+ •(% - Vi) [®i2 (% — ys) + ®22 (^s — yi) + ^3 (yi — y2)] 
+ (yi - y2) [®i3 (y2 — ys) + ©23 (ys - yi) + ^33 (y, — y^y] ^ O; 

(^2 — ^3) [®U (^2 — «3) + ®12 (^=3 — a^l) + (5l3 («1 — a^)] 

+ («3 — *i) [®i2 («2 — ^s) + 622 (a^s — ^1) + '^is («1 — a^)] 

+ K - aii) [6^13 (^2 — aJs) + ®23 (a^ — a^i) + 6»3 («1 - x^)] ^0; 

oder 

^2— ysti2Ci3 £„^2— y3Cis CiiCi^y^— ^3 

+ (ys— yi) C12 y3— yi ^n + (yi— y^) Ci2 C22 ys— yi 
Cisyi— yiCss Ci3C23yi— y« 



1 f 12 ^13 
S Vi '-22 ^^23 
1 y2 '^23 '^3 



^05 



12=» 
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•^2 *^S ^12 ^13 
(^2 ^3) r3 ^1 ^2 ^28 



Xi PC^ C23 C33 



+ (a;,— aji) 



*^12 *8 ^1 ^S 1 \^t ^) 





[Art. 


49. 








-^1 


^0; 


Cis 


Cjsa;,- 


-^* 





zwei reelle Punkte auf einer durch gehenden Geraden. 

C. (S,i = ©12 = ®13 = ®22 = ®23 ='633 = 0; 

zwei reelle zusammenfallende Punkte. 

+X,Y,\{i,^X^Y^+^,X,Y,+^,,X,Y^^ > 0; 
oder 



^2^3 



-^2^3 ^12 ^13 I 

^3 -M ^22 ^23 j H~ -^3 ^1 

Xi ±2 Cgg C33 I 



Cll 


X,Y, 


Cis 


«12 


x,x. 


^ 


Cis 


X,Y, 


CS3 



+ :^.1'2 



Ca 


C12 


X,Y, 


Ci« 


C22 


XsY, 


c« 


C^s 


X,Y, 



zwei imaginäre auf einer reellen Geraden liegende Punkte. 



2. 6 = 



C12C1 



13 



oder 



•^12 ^ ^ 
^13 '^23 ^S 

a. e • [c„ + 2Ci2 + 2c,s + C22 + 2Cä3 + C33] <0; 



>0; 



1 Si, e,s 



1 S,, 6,3 

1 ®23 ®3S I 



+ 



+ 



e„ (£12 1 

e.2 <Sa2 1 

6,., 6« 1 



<0; 



e„ 1 s,3 

S„ 1 ©sa 

_- , ©13 1 ©33 

eine Hyperbel. 

. h. 6 .[c,, + 2c,g + 2c,s + Csis, + 2Cg8 + 0,3] = 0; 
also C„ + 2c,sj 4- 2c,3 + Cjg + 20^3 + c,, = 0; 



oder 

1 @gg ©23 

16:236:33 

eine Parabel. 



+ 



6u 1 e,3 




612 1 ©23 


+ 


S,3l 633 





6.1 .©12 1 
6i2 S22 1 
6,3 6^3 1 



=.0; 



c. e . [Ci, + 2c,j + 2c,s + C23 + 2Cj3 + C33] > 0; 



oder 



1 S,2 S»3 



1 ©22 ©23 
1 ©23 633 

und zugleich 



+ 



©11 1 ©13 




©12l©23 


+ 


©13 1 ©33 





©11 ©12 1 
©12 ©22 1 
©13 ©23 1 



>0; 



>0 
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(^2 — y») [®ii (jfi — y») + ©12 (3fs — yi) + ®is (yi — ^2)] 

+ (^3 — yi) [®12 (^2 — ys) + ®22 (^3 — yi) + ©23 Ol — ^2)] 

+ (yi — ^2) [©18 (^2 — y») + ©23 (ys — yJ + ©»s (yi — y2)] < O; 

(a^ — ajs) [(Sil («j— ajs) + (£„ («g— »i) + ©u (a>i —x^)] 
+ (a?3 — Xi) [©ij (a;^ — a^j) + ^^ (x^ - x^) + e^g («i — ajg)] 
+ («1 —«2) [©13 (3^2— »3) ^- ©23 (^3 —^i) + ©33 (a^i — a;«)] <0; 
oder 



(y2-ya): 



(X2 ^3) . 



2/2-y3Ci2Ci3 
y3-2/lC22C23 
2/1-^2^23^33 


+ (ys-yi) 


^nyt-yshi 
^nys-yi^ 
(■uyr^yi^ 


+ (si-yi) 


<:uCi2y2-y3 
^i2^2y3—yi 
^is^isVi-yi 


^2 % ^12 ^13 

« 

^3 *^1 ^22 ^23 
^1 ^2^23^33 


+ i^i-^i) 


Cii X2 X^ Ci3 
^12 '"s *1 '-28 
•^13^1 ^2*^ 


+ (3^1-3^2) 


•^12 '^22^8 •''1 

•^13 '^23*1 -"^2 



<0; 



<0; 



eine Ellipse. 

d. S . [Cn + 2^2 + 2Ci3 + C22 + 2C23 + C33] > 0; 
oder 

1 (£12 613 ©11 1 613 ©u ©12 1 ' 

1 ©22 ©23 + ©12 1 ©23 + ©12 ©22 1 > 0; 

1 ©23 ©33 i ; ©13 1 ©33 ©13 ©23 ^ 

und zugleich 

(^2 — 2/3) [©11 (»2 — Vs) + ©12 (Vs — Vi) + ©13 {^l — 2/2)] . 
+ (^3 — Vi) [©12 (2/2 -- 2/3) + ©22 (j/3 — yi) + ©23 iVl — ^2)] • 

+ (2/1—3/2) [©13 (2/2 — 2/3) + ©23(2/3 — 2/1) + ©33(2/1 —2/2)] >0; 

(^2 — -^3) [©11 (-^2 — ^3) + ©12 (^3 — ^1) + ©13 (^1 7- ^2)] 
+ (^3 — ^1) [©12 (^2 — ^3) + ©22 (^3 — ^1) + ©23 («^1 — ^2)] 
+ (^1— iZ7^)[©l3(a;2 — ^3) + ©23(^3 — ^1) + ©33('^1 — ^2)J>0; 

oder 



(2/2—2/3) 



2/2 2/3 ^12 ^13 
2/3 2/1 ^22 ^23 
2/1 2/2 ^23 ^33! 



+ (2/3-2/1) 



^11 2/2 2/3 ^13 
^122/3 2/1 *23 
^13 2/1 2/2 ^33 



(»^2 ^2) 



+ (^3—^1) 



•^1 •''2 ''23 '^ 

etwas Imaginäres. 



+ (yi-y2) 



+ {yi—Vi) 



Ca 


hi 


y2- 


-ys 


'^12 


'^22 


y»- 


-yi 


*•!* 


C23 


Vi- 


-y2 


'=11 


Clä 


Xi- 


-X3 


':.2 


'^22 


Xs- 


-Xi 


hz 


C23 


Xi- 


-X,! 



>0: 



>0; 
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— 182 — [Art. 49. 

Man sieht also aus dem Fall I. 6. 2. 6., dass bei der 
Gleichung f (j^, j„ jg) = die Gleichung 

Cn + 2^2 + 2Ci3 + C22 + 2C23 + C33 = 
das Kennzeichen der Parabel ist. Hingegen bei der Gleichung 
fi^v^2f^s) = ist die Gleichuüg 

^11 + 2 C12 + 2 Ci3 + C22 + 2 C23 + ^33"^^^ 

nur ein Zeichen, dass die Curve durch den Coordinaten- Anfangs- 
punkt geht. Denn die Curvengleichung f(^^, % ^8^3) = wird 
dann durch die Coordinaten des Anfangspunktes ^1=^2=^3= 1; 
Art. 25, 2a) befriedigt. Hiemit stimmt auch überein, dass, 
wenn diese trleichung /"(^i, ^2> ^3) = in eine Gleichung 
F(x,y)=^0 transformirt wird, nach Art. 48, la) 053 = 
wird, und also die Gleichung F(x, y) = durch x = 0, y = 
befriedigt wird. 

Ferner überzeugt man sich sogleich, dass, wenn 
Cn = ^12 =.^13 = C22 = C23 = C33 = ist (Fall I. a. 1. c), 
sich verhält ♦ 

^11 • ^12 • ^13 ^^ ^12 • .^22 • ^23 ^^ ^13 ' ^3 • ^33' 

Denn, schreibt man die dann aus Art. 43, 7a), 8a) sich er- 
gebenden Gleichungen in Form von Proportionen 



: C22 — C33 


* ^23? 


C12 


: C23 = Ci3 : C33 ; 


? ^13 = ^13 


• ^33? 


^11 


^J2 = ^13 • ^23? 


: CjL2 = C12 


• ^22? 


^12 


: Cjg = C22 : C23; 



so folgt aus der dritten Proportion links und rechts sogleich 

^11 • ^12 • ^13 ^^ ^12 • ^22 • ^23? 

aus der zweiten Proportion rechts und links 

^11 • ^12 • ^13 ^^ ^13 • ^23 • ^33) 

aus der ersten Proportion rechts und links 

^12 • ^23 • ^22 ""^ ^13 • ^33 * ^23 Odcr C^g * Cgg l ^33 = C^g .' C23 ' %3 j 

mithin 

^11 • ^2 • ^13 ^^^ ^12 • ^22 • ^23 "^^ ^13 • ^23 • ^33* 

Ebenso verhält sich, wenn ©^ ^ = K^^ = g^^ = ©^2 == ©23 = ^33 = 
ist (Fall I. b. 1. c) 

^11 • ^12 • ^13 ^^ ^12 • ^22 • ^3 '^ ^13 • ^23 * ^33* 
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Art. 60.] — 183 — 

50. Soll eine Kegelschnittsgleichung von der Form 
f{^v^2>^s) = ^ in die Form f (ji, Jg; äs) = 0, und umgekehrt 
eine Gleichung von der Form f (ji, ^2; h) = in fiß^, ^g, z^) = 
transformirt werden, so verfahrt man folgendermassen : 

Im ersten Falle sucht man zunächst die Coordinaten 0k 
des Durchschnittspunktes einer Geraden j* mit dem Kegel- 
schnitt /■ = 0. Man hat für dieselben, da sie offenbar zugleich 
die Gleichung des Kegelschnitts und der Geraden, sowie die 
Bedingung Art. 23, 9a) erfüllen müssen, die drei Bestimmungs- 
Gleichungen : 
nach Art. 42, la) 

1) %V + 2Ci2 ^1^2 + 2 Ci3 ^1^3 + ^22 ^2' + 2C23 ^2^3+^33^ = 0; 

nach Art. 30, 2a) 

2) ffirihi^i + 0^2^282^2 + ffs^sh^s = 0; 
nach Art. 23, 9a) 

3) ffir.^i + 5'2^2^2 + ff'öVs = ^' 

Drückt man aus 2) und 3) ^2 ^^^ ^3 durch 0^ aus, so dass 
man erhält 

und setzt diese Werthe in 1) ein., multiplicirt die so ent- 
stehende Gleichung mit ^2^*"2^^3^*'3^(ä2 — hT ^^^ ordnet nach 
Potenzen von 0^^ so erhält man 

[fe2 95^^S^ — 2 C23 0^2 ^2 5^3 ^3 + ^33 0^2" ^2*) S^l'^^Jl^ 

— 2 (Ci2 g^W — ^13 5'2^2fl'3^3 — ^23 91^9^^$ + ^3 9l'''l 92^2) 9l^lhl ^2^2*2 
+ 2 (Ci2 92'^293'^S — ^13 ö'2^^2^ — ^22 91^99^3 + ^3 91^92^2) fl'l^lil ö's^sfe 

+ («11 ^3^^3' — 2Ci3 ö'l^l^S^S + «33^l'^l') 5'2'^2'ä2' 

— 2 (Cu 92^293^3 — «12 ö'l^'lö's^S — «13 5'l''l5'2^2 + «23 ^'l^^'lO 92^2h 93^3h 
+ («11 ^2'^2' — 2 Ci2 ^iri^2^2 + «22 ^l'^l') 5'3'^3'ä3'] ^l' 

— 2 [(^23 S'S^S — «33 92^2)91^^92^212 " («22 fl'3^3 " «23 0^2 ^2) ^1 ''l äl ö's^sSs 



2 



(«13 5^3 ^'s «33 ö'l^l) 92 ^2 h 

+ («12 ^^3^3 +• «13.5^2^2 — 2 C23 5^1^) ^2^282 ^'S^'säs 

— («12 5'2*'2 — «22 fl'l^-l) 93Wh^^ D ^1 
+ [«33 9^Wh^ — 2 «23 92r2h93'^3h + «22 S's'^s'äs'J ' J?' = 0. 

Man hat also eine Gleichung von der Form 

^V-25D^i + C-D2 = 0, 
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— 184 — [Art. 50. 

aus welcher folgt 



Z^=J) . 

Soll nun die Gerade y^ den Kegelschnitt berühren, und nicht 
schneiden, so darf es nur einen einzigen Punkt Zk geben, 
welchen sie mit ihm gemein hat, es muss also sein 

Setzt man in diese Gleichung für A den Coefficienten von 
;?i^, für B den von D z^y für C den von D^ ein, so erhält man 
die verlangte Gleichung in homogenen Linien -Coordinaten 
äi> h) h' M*^ erhält auf diese Weise, wenn man nach Potenzen 
von g^ r^ j^ , g^ r^ %^ , g^ r^ jg ordnet 
[C23'- ^22C33]5'3%Vl\'älV2'^2%^— SCcgg^- c.,.,c^^]g^r^g^r^g^W^g^r^i^g^r^i, 

— 2 [Ci3 (?^3 — C12 C33] 0^3^32 g^r^i^ g^^r.^h^ + 2 [2 (c^g ^33 — c^^ C33) g^r^ g^r, 



3 



~ fe2^12 - CsiC22)9s^r^^]ffl^lliff2Wh^ffs^3h + K^ — (^^11] 9s^ ^S^ 92^ ^2^ h2'^ 

— 2 [(^13^3 — (^i2<^^^92^2—^ {<^z2Ci2'-(ki^2)92r29%^zl9i'^ih92r2h9z'^^h^ 

— 2 [fei^ — c^^c^t)g2r2 93^s + (C21C31 — C23C,^)gs^r^^]g2Wi2^93rsh 
+ [((^3i^-c^sCii)92W+'K(^2i(^n-<hi3(^ii^^^^^ 

— ^[C32(^12—CBl<^22]92W9l^lhl99Wh^ 

— 2 [(^21^31 — C23Cii) öfgVg^ + (Ci2^ — CiiC^g) 5^2 ^2 5^3 ^3] 5^2^2 52 9s^ ^3^ h^ 

+ [^2' - CitC,,]g^%^g^'^r^%'^ = 0. 
Zieht man die Glieder zusammen, in welchen der Factor 
9i^^i^hi^) ebenso die, in welchen giT^i^ 5^2^2X2; ^i® ^^ denen 
5^1 ^1 äi ö's ^8 83 vorkommen etc., so sieht man, dass sich der 
Factor -- [gs^s'92^2i2— 92^2 '93,^3 hV = — 92^ r2^9sW[k — hf 
absondern lässt, und erhält alsdann 

— 5'2^^2'5'3'V[ä2 — ä3]^[fe2C33 — C23'')5'l'n^il' + 2(^13^,3 — ^12^33)^^ 

+ '^(PS2C,2 — (klC22)9irihl93^3i3 
l \p33 ^1 1 ^31 ) 92 ^2 82 r ^ (^1 ^31 ^23 ^ll)92 ^2 ^2 93 ^3 hs 

+ (cnC22 — c^2^)93r^\^\ = 0; 

Hebt man nun mit — 92^'^2^ 93 ^^3 \.h — 53]^ so erhält man 
die Gleichung 

Cn 9ir^^hi + 2 C,2 9ir^h 0^2^252 + 2O31 g^r^%^ g^r^i^ 

+ G^ 92Wh^ + 2 (723 92^2^2 93^3h + ^^33 i7s'^3'a3' = 0; 

oder 
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Art. 50.] 



— 185 - 



Cn 9iWh' -f 2 Ci2 g^r^ g^r^ iiäa + 2 C^^ g^r^ g^r^ j, J3 
+ C'aä giWh^ + ^C^ 92^2 g^rs his + C33 9s%^h^ = 0; 
welche sich auch in Determinantenform schreiben lässt 



la) 



5^1 »"iSi C12 Ci3 




92^2 h C22 C23 


5^1 n 81 + 


fl's^säs % '^s 





^11 ffi'^ihi ^13 




^12 5^2 ^2 82 ^3 


^2^282 + 


^13 5^3^3 53^33 





^11 ^12 ö'l ^1 5l 
^12 ^2 0^2^2 52 
^13 ^23 5^3^383 



5^3^353 = 0- 2a) 



Setzt man endlich für 5^1 ^1,5^2 ^2? 5^3 ^3 ^^^^ Werthe aus Art. 26, 2a) 
ein, und multiplicirt die Gleichung mit ^^^^' • ^^^f ' ^^^^\ so 
erhält man aus la) und 2a) die Formen 

^U 3e.?)3''ai' + 2 C,, I,% . 363^), äiä;+ 2 (713 Xi?)2 • ^2% hh 

+ C.2 X3?)i* 82* + 2 C,3 3£3?)i . Xi?)^ hh + C33 3£i?)2' 83' = 0; 3o) 
oder 



^2C/3äl^l2^13 
^3C/li2^22^3 
*lcJ2i3^3^33 



3e2?)3ji+ 



^11 *2£/3 5l^l3 
^12 *3C/lä2 ^3 
%*lcJ2ä3^3 



X3?)lä2 + 



C,iCj2*2c/3äl 
3^3Dlä2 



^12 ^22 



^13 ^23^ic/2ä3 



3£i?)2ä3 = 0.4a) 



Behält man die Form la) als die gewöhnliche bei, so be- 
stimmen sich die Coefficienten der Gleichung f = aus denen 
der Gleichung f=0 durch die Beziehungen 

Cii = On gi\^', C12 = C12 g,r^ ' g^r^', ^n = ^13 5^1 ^1 • 5^3^35 

^22 ^'^ ^22 9% ^2 5 ^23 ^^^ ^23 5^2 ^2 ' Qz'^^'t ^33 ^^^ ^33 5^6 ^3 5 ^J 

Um die Partial- Determinanten der transformirten Gleichung 
zu finden, hat man nur die Werthe aus 5«) in die Gleichungen 
Art. 43, 76), 86) einzusetzen. Man erhält so 

©11 = ^22 5'2*^2' • C33 ^3^3* - G2.'92W9,W = (<722C^33 " ^23*) g^W 9.W 

oder nach Art, 43, 10a) 

Femer 
©12 = Ci3 9in 93^3 • C^ g^r^ g^rs — C^^ g^r^ g^r^ • C33 g^^^ 
— (CiAi — ^12^33) 91^1 92^2 9sW 



oder nach Art. 43, 10a) 
u. s. w. Man erhält also: 



©n 
6, 



■22 



C-c, 



11 ■ 5^2 ^2 ■ 93 ^3 5 

22 ■ 93 ^3 ' 



•^i*»-i*; 






•^fl»*! 



' 5'2''2 ■ 93 's 5 



®33 = f? • C33 • 5'l'''l* • ^2'V; ®13 = % 



23 -'C-<'23-9l^r^^- 92^2- 93^3-, 
■31 =^ i^ ■ ^l**! ■ S'2 ''2 * fl's''3), 



6a) 
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[Art 50. 



Endlich laatet die Discriminante der transfortniiten Gleichung 
vermöge der Werthe in 5a) and 6a) 

6 = 6„ • c,, 4- 6« • Ci» + 6,s • c„ 

+ C- c^gir^ -g^r* -g^r^ • C^s^g^r^ • g^r^ 
= C- (C„ Cn + C,j c,j + C„ Cis) «7,*r,« -giW-llaW 
oder, da der Ausdruck in Parenthese wieder C ist, 

6 = ^».«/,^.^,^.*/,^. 7a) 

Um zweitens eine Gleichung f (jj, ig, Js) = in die Form 
f{Zij2^,2^ =='^ za transformiren^ verfahrt man analog: Man 
sucht die Coordinaten jj, jg» is ^^^ Tangenten, welche* sich von 
einem durch die Gleichung Art. 30, 26) bestimmten Punkte Zk 
an den Kegelschnitt legen lassen, und erforscht dann die 
' Bedingung, welche stattfinden muss, wenn nur eine einzige 
Tangente möglich sein soll; dann muss der Punkt, von welchem 
sie ausgeht, ein Ijurvenpunkt sein* Man erhält so die trans- 
formirten Gleichndgen 

Sil 9iWh^ + 2 ©12 5^1 ^1 -^2^2^! ^2 + 2 S,3 g^r^ •^'s^s^i^sH- ^22 ^'2*^2*^2'' 

+ 2 ©23 92^2-93^3^2^3 + ^33 ^3'^3V = Oj 1^) 

oder in Determinantenform 



^l^l^l ^12 ^13 

1 92^2^2 ^2 ^23 

93V3 ^23 ^33 



^in^l + 



^12 92^2^2 ^23 
^13 93^3^3 ^33 



:C,iCi2 5r,ri^i 



^2**2^2+|Ci2C22^2^2^2 
1^13^3 5^3 ^3 ^3 



^3^3^ = 0- 26) 



Setzt man für ^i^i,ö'2^2^^3^3 ^^^ Werthe aus Art 26, 26), 
so kann man die Gleichungen 16), 26) auch schreiben: 

Gu X,Y,W + 2^,,X,Y, . X,Y,z,g,+2^,, X,Y,-X,Y,0,g, + (l,,X,Y,'z, 



+ 2 6,3 X,Y, • X, y,^,^3 +G33 X,Y,%' = 0; 



1^2 -^3^1 ^12 ^13 
, A3 ^1^2 ^22 ^23 
-^1^2 ^3 ^23 ^33 



l^ll ^2 ^3^1 ^13 

^2^3^1+'Cl2 ^3 ^1^2 ^23 ^3^1^2 + 

1^13 ^1^2% C33 



Cii C12 -Xala^il 

C12 C22 X3Yi^2j^l^2^3 = 
^13 ^23 -^1^2^3| 



36) 



= 0. 

46) 



Die Coefficienten der neuen Gleichung bestimmen sich aus 
denen der ursprünglichen durch die Gleichungen: 

^11 = Sn 9i^r,''i €^2 = S12 91^1 • ^2^2; ^13 = ^13 9i^i ' 93^3^ 

^22 = ®22 5'2'^2'; ^3,== ^23 ^^2^2 ' 5'3^3; ^33 = ©33 ^s'^S^I 5*) 
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66) 



Art. 50.] — 187 — 

wenn man die Form 16) als die gewöhnliche beibehält. *Als 
Partial-Determinanten der Discriminante der neuen Gleichung 
erhält man ferner 

Cn = ^' Cn ' g^^r^^ - (/gVj,^; • C^g = (£ • q^ -Q^r^- g^r^ • 5^3" ^a"; 

^"33 = ^-^33. g^^r^^ . ^2^2^; (7^3 = C31 = S • ^3 • ^^r^ • ^fg'^-g" • 5^3^35 
und als Discriminante erhält man 

Transformirt man eine Gleichung f=0 nach la) in eine 
Gleichung f = 0, und diese wieder nach 16) in die Form 
f=0 zurück, so hat man in 16) für Sii,Si2;^22 ^^^' ^^^ 
Werthe aus 6a) einzusetzen. Man erhält dann 

C'C,,' g,^r,^ . ^2'^2' • ^3'*-3' ^1' + 2 C . c,^ • g,^r,^ • g.J'r^^ • 5'3'^3' ^1 ^2 

+ 2 . Ci3 . öfiVi^ . (7,^2^ • 0^3 V32 ^,^3 

+ (7.^22- ^'l'n' • Ä^V^2' • ^3'^3' ^2' + 2 (7 . C23 • 5^1 Vi2 . g^^r^^ . ^32;^2 ^^^^ 

+ (? • ^33 • 9iW • ^'2' V • ^3'^3' = 0; 
oder, da ^1^1, 5^2 ^2; ^3^3 J^icht Null sein kann, weil jedes die 
Fläche eines Dreiecks bezeichnet, 

C • (pn z^ + 2 ^2 ^1^2 + 2 ^3 ^1^3 + C22 z^ + 2 C23 ^2^8 + C33 ^3') == 0. 8a) 

Ebenso erhält man, wenn man eine Gleichung f = nach 
16) in eine Gleichung f=0, und diese wieder nach la) in 
die Form f == zurücktransformirt, 

® • (Cii li + 2 C12 8182 + 2 Ci3 5^3 + C22 fe' + 2 C23 S2i3 + C33 &') = 0. 86) 

Man erhält also die ursprüngliche Gleichung wieder, 
multiplicirt mit ihrer Discriminante. Ist diese nun von 
Null verschieden, so hebt sie sich; ist sie aber selbst Null, 
so erhält man das nichtssagende Resultat = 0. Man 
sieht daher: 

Eine Gleichung f=0 und eine Gleichung f = lässt 
sich in eine solche Gleichung f=0, f = transformiren, 
dass beim Rückwärts-Transformiren die ursprüngliche Gleichung 
wieder erscheint; jedoch nur dann, wenn die. Discriminante 
der ursprünglichen Gleichung von Null verschieden ist. 
(Vergh Art. 17.) 
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— 188 — [Art. 51. 

51. Stellt man diejenigen Gleichungen eines Kegel- 
schnittes, welche im Bisherigen betrachtet worden sind, 
übersichtlich zusammen, in der Form 



F{x,y) = 0', 



/'(^l,^2;^8) = 0; 



i5r(E,9) = 0; 



-f(ai,ä2,i3) = 0; 



indem die beiden oberen die Gleichung in heterogenen, die 
beiden unteren in homogenen, die beiden linken in Punkt-, 
die beiden rechten in Linien-Coordinaten darstellen, und be- 
zeichnet man diese vier Formen der Kegelschnittsgleichung 
durch Fy %, f, f, so sieht man aus dem Bisherigen: Es 
kann die Form F in 5, und umgekehrt % m F transformirt 
werden, nach Art. 17; es kann die Form F in /) und umge- 
kehrt f in F transformirt werden, nach Art. 47, 48; es kann 
die Form % in f, und umgekehrt f in g transformirt werden, 
nach Art. 47, 48; es kann die Form f in f, und umgekehrt 
f in /■ transformirt werden, nach Art. 50. Während also jede 
Form in eine benachbarte direkt transformirt werden kann, 
ist dies bei den diagonal sich gegenüberstehenden, F und f, 
-.% und f nicht der Fall. Soll z. B. fva% umgestaltet werden, 
so kann dies nur mittelbar geschehen, indem man erst auf 
F oder f, und von dieser auf ^ übergeht, u. s. w. 

Es ist nicht ohne Interesse, einmal alle vier Trans- 
formationen zu durchlaufen, um zu sehen, ob schliesslich die 
ursprüngliche Gleichung wieder zu Tage kommt, und es soll 
zu diesem Zwecke f zunächst in -F, dieses in %, dieses in f, 
und endlich wieder \ in f transformirt werden. Um von f 
auf F überzugehen, hat man nach Art. 48 die dort unter \a) 
angegebenen Werthe einzusetzen. Um von F auf % überzu- 
gehen, hat man nach Art. 17, Ad) den Grössen ^^J^,^,E^J, 1 
die Partial-Determinanten A^^^j 2-^i2> — 2 A^^, A^^^ — 2 A^^^ A^^ 
der Gleichung F bezüglich als Factoren beizugeben. Dies 
sind aber die in Ari 48, 3a) — 3r) gegebenen Werthe. Man 
erhält dann, indem man dieselben lieber in der für das Fol- 
gende geeigneteren ursprünglichen Form Art. 48, f) — fttt) 
schreibt, die Gleichung: 
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Art. 51.1 — 189 — 

{ Ca (h~hy+^Ci2 (E2-?3)(?3-&) + 2 Ci3 (i,-h)(h-h)+C^ (h-h)' 

+ 2 C,3 (?8-?i)fe-E,) + Qs (Ei-&)' } t)* 
— 2 { C,i (E, ~ £,) (^, - y + C„ [fe - Eg) (9, — 9 J -f (e3 — E,) (9, — 9,)] 

+ Ci3 [(El - Es) (^2 - ^s) + (?2 - Es) (^1 - 9^)] 
+ C,, (E3 — El) (^3 — 9i) + C„ [(Es - El) (9i - ^2) + (El - E*) (9s — 9i)] 

+ C3s(E, — E2)(9i-y)E9 
-2{Cii3e,?)3(E,-Es)+C,,[3e,?)3(E,-Ei)+3e3?)i(E2-Es)]+Ci3[3ej.(E2-E3) 

+ X.?)s(Ei-E2).] 
+ C,,3e3?)i(E3-Ei)+C^[3e3Di(E-E2) + 3eig),(E3-Ei)] + C33Xj2(Ei-E2)}9 
+ { Cn (52-9s)*+ 2 C,, (9,-y (93-5i) + 2 (7i3 (^1-9,) (t),-^3) + C,, (^3-^0* 

+ 2C,3(t)3-9,)(9,-y + C33(9,-y«}E* 
+ 2{CiiX,?)3(9,-9s) + Ci,[3e,?)3(93-90 + 3e3?)l(92-9s)] + Ci3[3eia(92-y 

+ 3£2?)3(9l-92)] 
+ C,, 3es?)l(9s-9l) + C.S ^bM^I-^^) + 3£lD2(93-9i)] + ^33 Xi?)2(9l-92) } E 

+ { Cn ^.ds' + 2 Gl, x^a . 3e3?)j + 2 Ci3 3ei?), • x,D3 + a^ ?ii,%» 

+ 2^,3X31)1 • x,% + C33 3ei?)/} = 0. 

Um nun diese Gleichung 5 ^ f umzusetzen, hätte man 
nach Art. 47, 16) für du, CI12, etc., die hier erscheinenden 
Coefficienten von ^^,£5, etc. einzusetzen. Es würden jedoch 
• in der dann entstehenden Gleichung Linien- und Punkt- 
Coordinaten, £*, ^jt; Xk, yk vermischt erscheinen. Um dies zu 
vermeiden, sind erst die einen durch die anderen auszudrücken 
(vergl. Art. 31), und zwar sollen alle Xk, yk durch ik, t)k, so- 
wie durch gk n ausgedrückt werden. Nach Art. 26, 26) ist nun 
X2Y^=ff,r^', X^Yi=g2r^', X^Y^ = g^r^ t) 

Ferner folgt aus den Gleichungen Art. 21, 2a), indem man 
für die Nenner die abgekürzte Bezeichnung anwendet, 
^ _• _ 3g 3g)ifti- t) 2)-3gig)2ft8--t)i) . 

oder nach Art. 27, 9a) 



oder endlich nach Art. 26, 2a) 

Ebenso erhält man die anderen DiflFerenzen, und hat also: 
^2 — ^3= ö'in^iJ^s — ^1= 5^2^292; ^1 — ^2= ^s^s^s; 

2/2— y3=-^insi; yz-yi^-g-j^ih'-» yi — y-i^-g^r^h 
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ttt) 



^1+91^1-92^2 


•^25 


^i + 9in • ^3^8 


•5s; 


^s + 93rs-9iri 


•9i; 


!•?!— ^l»-l-^2»-2 


•h; 



t t 



tt) 



— 190 — [Art. 51. 

Folglich hat man nach ff) 

(^3-^i)(yi-y2)+(^i-^2)(y3~»i) =^-9%r^'9?r^'i2%—Mr9z^riz^2, 

Ferner ist nach f) und ff) 

^2^3 (^3 — ^l) + ^3^1 (^2 — -^3) = 9l^l ' 92^2 
X^Yj^ (^1—^2) + ^li^2 (^3 — ^l) = fl'2^2 • 5'3^3 

X^Y^ (^2—^3) + ^Y^ (^1—^2) = i73^3 • 9i^i 

^2l^8(»3— J/l) + ^3 1^1 (^2 — ^3) = —91^1-92^2 

X1Y2 (^2 — ^3) + ^2^3 (2/1—^2) = — 5'3^3 •fl'i^i • h — 9sr3 '9i^i ' Jni 
Selzt man nun in den Art. 47, 16) gegebenen Werthen für 

^11; ^12? ®*^- ^i® Ausdrücke aus f), ff), fff), tttt)» ^^^ ^^^ 
^iv ^12) ®tc- ^iö Coefficienten von ^^, ^t), etc. aus obiger Gleichung 
ein, so erhält man eine Gleichung von der Form f (j^, jg, J3) = 0. 
In derselben geht, wie man sogleich bemerkt, der Coefficient 
von jg^ ^^^s dem von j^^ dadurch hervor, dass man sämmt- 
liche Indices, an C, X?), ^^, E, ^, cyklisch um 1 erhöht, also 
z. B. C22 statt Cij, C33 statt C22, Cj^ statt C33, C23 statt C^g; 
C31 od?r (7i3 statt Cgg, C^g statt Cg^ oderC^g, X2?)3 statt X^ ^2; ^t^-i 
setzt. Auf dieselbe Weise geht der Coefficient von jg^ aus dem von 
ä2^ ^^^ ^6r von Ji^ wieder aus dem von ^3^ hervor. Ebenso geht 
auf gleiche Weise der Coefficient von J2ä3 ß-^s dem von j^jg; 
der von ägj^ oder 5^53 aus dem von 5283? und wieder der von j^jg 
aus dem von i^i^ oder j^jg hervor. Man braucht daher nur den ^ 
Coefficienten c^^ von j^^, und den Coefficienten 2^2 ^^^ äi S2 ^^ '^ß" 
rechnen. Nun lässt sich nach einigen Umformungen c^ schreiben: 

+ Css[(Xl-h)^l-0)l~^2)h-^lfl2f 

+ 2C,2 { [(E2-E3)9i-(^2-^3)?i][fe-?i)9i-(93-9,)Ei] - 3£2?)3[(E3-Ei)9i-(93-^.)?i] 

-^M{h-h%-%-^i)hn^2dB-^di } 
- 3e,D,[(E3-E09,-(93-^i)Ei]+3e3?)i-3ej2 } 

+2C31 { r(Ei-E2)9i-(9i-t)2)Ei][CE2-E3)9i-(92-yEi] -X,2)2[(E2-E3)9i-(^2-93)?.] 

-X,g)3[fe-E,)9 -(9x-92)Ei] +3£ J,-X,D3 } )^,V,^ 
oder, da 
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Art. 51.] — 191 — 

(Ji-Eä)^!— (9i-y El = 3^1 D2 
ist^ und sich denjnacli die Coefficienten aller C mit Ausnahme 
von (7x1 heben, 

cii = ^, ■ Cn [- Xig). - seaD, - X,^ 3]^ • ^1^1* 

oder 

4i — 2)* 11 ^1 1 ' 
Nach dem oben Bemerkten hat nian also sogleich auch 

^22 J)2 ^22 1/2 '2 ) 

5S2 
43 2)* 33 y3 ^3 • 

Der Coefficient 2Ci2 von j^jg ^^sst sich schreiben: 

2 q, = 2 . ^ . {Cii [- 3£,?)3 (X3?)i + x,?),) + x,D3 (Xa?)! + sex?),)] 
+ c'is [(«3^1 + 3c^^^i^^^2 + X.D3) + 3e.g)3-3e3Di + x,D3(3£i?). + 3e,?)3) 

+<^«[(3£iD2+X2D3)Xx?).+X3g)i-3£,D.-(3ej,+X,D,)3£J,-3e3D,-Xx2)J 
+C^3i[(3e3?)i+Xi2)2)Xi?)2+3ei?)2-3f2D3-(3e3?)i+Xi?)2)3ei?)2-3£,D.-Xj3]l^i''i-^.'-.; 
oder, da sich alle Coefficienten ausser dem von 0^2 annuUiren, 
2 Ci3 = 2 . J, . C,, [i^^, + 31,%) ß,% + di,% + 3e3?)0 

+ 3£2?)3 (Xalii + ^idi + 3£2|)3)]ö'i^i • ^2»-2; 

oder 

2 q, = 2 . ^ . (7,2 [3e,?)2 + $2 2)3 + 3^3 SiJ • ^1^1 • ^2^25 
oder 

2Ci2 = 2 . -^ . (7,2 • ®' -^fi^i •5'2^2- 

Man hat also 

2Ci2 = 2.^,.Ci2-5'iri.^2»"2; ' 
und daher 

2 C23 = 2 • -^ . O23 • öf^rg • 5^3^35 

5)2 

2C3i = 2.^.(73i./73r3.^,ri. 
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— 192 — [Art. 51. 52. 

Es lautet daher die Gleichung' f 

JT^ • \pn 9iW hl + 2 Ci2 g^r^ • g^r^ j^ j^ + 2 C,^ g,r, • g^r^ j^is 

+ C^22 ö'a'^g' h^ + 2 ^23 ^r^rg • g^r^ J^jg + (:733 g^\^ i/^ = 0; 

oder, da weder 3) noch D Null sein kann: 

. Qi 9iW ii' -t 2 Cia 5^1^! • 92^2 iih + ^ C'is ^i^i ' ^'s^s Sias 
+ ^22 5'2'^2^ 82' + 2 Cga ö'2^2 • S's^s 8283 + C33 ^'s^V äs' = 0. 
Transformirt man diese Gleichung f nach Art. 50 wieder 
nach /) so erhält man, da sie mit der dortigen la) identisch 
ist, die 4ortige Gleichung 8a), und also, wenn (7^0 ist, die 
ursprüngliche Gleichung wieder. 

Endlich mag noch bemerkt werden, dass, wenn man zwei 
Gleichungen derselben Horizontalreihe in dem Anfangs dieses 
Artikels aufgestellten Schema in einander transformirt, . sich 
die Coefficienten der neu entstandenen Gleichung durch die 
Partial- Determinanten der Discriminante der ursprünglichen 
Gleichung ausdrücken lassen, Art. 17, 50; dass aber, wenn 
man zwei Gleichungen derselben Verticalreihe in einander 
transformirt, dies nicht der Fall ist, Ari 47, 48. 

52. Es sollen nun die Regeln des Art. 15 und 49 an 
einigen concreten Beispielen erläutert, und ihre üeberein- 
stimmung nachgewiesen werden. Es sei zunächst gegeben 
die Gleichung 

F(x,y) = aY + Vä:2 ^ a^^ = 0; 

so ist «11 = a^, «22 == ^^f ^33 == "" ^^^^^ ^12 = ^13 = ^28 = 0, 

also hat man die Partial-Determinanten nach Art. 12, 7a), 8a^ 

Ai = ^«'**; ^12=0; ^3=0; ^22 = —«**^ ^23=0; ^83=a^fc' 

und also 

Ä = ^i,aii + ^,2«i2 + A3«i3 = — «'i^* • «' 
oder 

Ferner 

a^fA = — a^6^; «224 — — «**^- 
Es ist also 

^33 > 0; «11^ < 0, «22^ < 0, 
mithin nach Art. 15 die Curve eine Ellipse. 
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Art. Ö2.] •- 193 — 

Wird die Gleichung F{x,y) = a^y^ ^ j2^ _ ^2^2 ^ q 
in eine Gleichung f transformirt, und giebt man ihr durch 
Multiplication mit ©^ die einfachste Form, so lautet nach 
Art. 47, la) die transformirte Gleichung: 



+ W (?3 -Xl)* + 6* (^8 - ^l)'' - «*6* 3£s?)l^ ^i 



2 



'2 



+ 2[a«(s3-jO(E -&)+fe''(%-9i)(9i-y- «*6'X3?)i -^ejj V3 

Femer ist (wegen Multiplication mit 3)^) nach Art. 47, 2a) 
C = — ®*.a*6*; 

und nach 3o), und vermöge der Werthe von A^^, A^^, A^, etc., 

und von «n, Osg, Oj, 
<^u = ®* [-a«6*9i« — o*6* Ji« + a*6«] = —Wa^V [6* ^i* + o« f^« — 1.]; 
(7,, = 2)H-a*6*9i9,-a*6^Ei j,+a*ft«] = -S)*a«6«[6«t)i^,+a«SiE,- 1]; 

Cis = ^*[-«'ft*989i-«*ft*E3Ei+«*«'*] = -®*«'6*[6*^3^i+«*E3Ei-l]; 
C« = 2)* [- a«6* ^2' - «*** E2' + «'&*] = - 2)* a*6« [6^ ^,* + o* j^' - 1] ; 

C'2s = S)''[-a*6*^,93-a*6^E,E3+a«6T= ®*a*6n6*^,^3+«'E26,-l]; 

C38 = 3)' [- 0*6* ^8' - «*«>* E8* + «'«''] = - 2)* «*«»* [«»* ^3* + «* E8* - !]• 
Folglich hat man 

+3ex?)2[Ci3 3E2?)8+C^.8X8?)i+Ci3 3ejJ 
= C,, 3e,g)3* + 2 Ci, 3£,g)3 . 3e3g)x + 2 C,3 X,?), . 3e,?)3 
+ C^ ^,%' + 2 C,3 363!), • 3e,g), + C33 X,?),* 
= -®*a*6M«''[3f2?)8'9i*+2X2?)8-3£8?)i9i92+2«x?)s-3e.g)3Wi+X3?li*9.' 

+ «*[3£,?)8'?i*+23£,?)3-^?)i Eif,+23ej,.3£,g)3E3?i+^?)i*?«* 

+ 2X3?)i.3eig),M3-HEi?).*?8*] 
- [3^W + 2 3e,g)3 • 3£3g)i + 2 X,?), . XJ3 + 3e3?li* 

+ 2X3Di.x,?), + 3e,g),»]} 

= -2)''o«6M6*[X,?)39x+3e3Dx92+3£J.W'+«*[X2?)3Ei+3e8?)iEs+3£x?).&.]* 

-[Xi?).+3ej8+X3?)i]*} 

WussBNBOitir, anal. Geometrie. 13 
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— 194 — [Art. 52. 

nach Art. 27, lOo) 

= + S)* • o«6l 
Femer ist 

C(<^i5i' + 2c,g^,9j + 2c,3^i9, + Cs2^g* + 2<^3 5,9, + ft„5,*) 
-35* «^6* { o*[fe-J3)'5i*+ 2fe-E8)(Es-E.)9i9*+ 2(Ei-S2)(E2-Js) 9i^s 

+(9s-9i)9«*+2(93-9i)(9i-y9*98+(^i-^.)*98*] 

nach Art 27, 4a),, 3a), 10a) 

= — S)*.a*ft*.[o«(-2))*] 

= _ 2)6 . «654 

Ebenso ist 

^(''iiEi +2ci2EiE2"r2cis?iE3 + C2j jj +2C23 J2E3 + CSJE3 ) 

®*-a*6«-t6*(+®)»] 

= 3)« . a*6«. 

Man hat also den Fall Art. 49, L a., 2. c, und sieht auch 
hieraus, dass die Curve eine Ellipse ist. 

Trarisformirt man die ursprüngliche Gleichung JF'(«,y) = 

auf die Form 5 (?> 9) =°° ^i ^^ b** ^^'^ "^^i A^- l'> ^)> 
vermöge der Werthe von J.jj etc. 

— a«6* 5* — a*h* f + a«&« = 0; 
und nach Art. 17, ^) ist die neue Discriminante 

% = A*== a^i». 
Kürzt man die Curvengleichung aber durch — o^ft*, also die 
DisQriminante durch — a*ü>*, so erhält man die einfacheren 
Formen 

6* ^« + a« E* — 1 = 0; f) 

Es ist also, wenn man diese Formen beibehält, 0^=6*; 
a^ = a*, 033 = — 1 ; Oij = Ois = Oja = 0, also 
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Art. 52.] — 195 — 

Sil, = 31,3 = 21,3 = 0; 
folglich hat man nach Art. 15 eine Ellipse. 

Transformirt man endlich die Gleichung f) auf die Form 
f (ji, J2> äs) = 0; so hat man nach Art. 47, 16) die Gleichung; 
wenn man mit ©^ multiplicirt 

+ «* (Vt — Vi) (Vs — yd - ^2 5^3 • ^3 5^i] äi h 
+ 2 [6* («1 — a^) (a;, - x^) + a^ (y^ — y^) (y^ - y^) — X^Y^- X, Y^] j, Js 

+ [f^ i^. - ^i)* + «%3 - J/i)* - ^3 ^i'] h' 
+ 2 [6* («3 — x^) (a?! — a;,) + o» (1/3 — «/j) (y^ - y,) — X3 7, • X, FJ j, fe 

+ [6* (a;, - x,Y + o* (y, - y,)« - X, Y,'] i,' = 0. 
Femer ist (wegen der Multiplication mit 5)*) nach Art. 47, 26) 

6 = - D* a«6«; 
und vermöge der Werthe von H^ etc., nach Art. 47, 36) 

^12 = -D* [~«'y,!/2 - J>'^i^2 + «'«'*] = D' WyiVi + ?»*a;,a;, - a«6^; 

•ßis = -D' [- «*^s^, - «»'a;,«;, + «'&'] i>* [«'^s^i + «»^^s^i - «'i»*]; 

6,, = D* [- a* y,« - 6* a;/ + «'*T = -D* K 2/2* + ** V - «^^'J ; 

62s = D* [— «"^2^3 — 6«a;2a;3 + a^h^ = — D* [a*y2y8 + h^^^x» — a^V^i 
633 = D« [- a* ^3* - 6* X,' + o«6^] =-D' [a' y,* + 6* 4* - «'«'*]• 
Folglich hat man 

^[Cu + 2^2 + 2Ci3 + C^g + 2Csa + C33] 
= — D* 0*6« { 6« [(x^ — x^y + 2 (a;2 — x^) {x^ — a^i) + 2 {x^ — arg) (x^ — x^) 
+ (a^s — ^if + 2 (ajj — a^i) (a;, — x^) + (a;, — x^f] 
+ «^ [(J'2 — Vsf + 2 (^2 — %) '(^8 — S'i) + 2 (yi — ^2) (2/2 — y») 
+ (2^3 — ^i)* + 2 Oa — yi) (^1 — ya) + («/i — ^2)'] 

- [X, r»* + 2X2 r« . X, Zi + 2X1 r, . x, Fa + X3 r,* 
+ 2^r,.x,r2 + x,r2^} 

D*a*6Mft*[(^l-*2) + («2-^8) + (*3-«l)P + «'[(2/l-y2) + («/2-y3) 

+ (^8-yi)P-Ki^8 + ^3yi + ^1^2?l 

oder nach Art. 27, 26) 

i)*a*6*[-D^ 

. =+D«a«6». 

13* 
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— 196 — [Art 62. 63. 

Femer ist 

{Vi — Vi) [©11 {Vi - Vz) + ©12 (»8 — Vi) + <5i3 Ol - Vi)] 

+ iva — Vi) [®i2 (y» — ys) + ®2« (% - j/i) + ^si {9i — y«)] 
+ (j/i — y«) [®i3 (^2 — ys) + ®28 (ys — yO + ©bs (yi — y«)] 
= ©11 (y^-ys)* + 2 ©12 (y^-ys) (ys-yi) + 2 s« (y, -y«) (y« -ys) 
+ ©22<y3-yi)*+2 ©28 (ys-yi) (yi-y2)+ ©s» (yi-y*)* 
= — ■DMa^[(y2-y8)*yi^ + 2 (y2-y3)(y8-yi)yty2 + ^(ifi—yi)(^i—Vs)yiys 
+ (y3-yi)*y2*+ 2(y8-yi)(yi-y2)y2ys + (nfi-y^yy»^ 
+ &*[(y2-y3)*«i* + ^{yi-y»){y%-yi)^i^i + 2(y,-y2)(y2— ys)^;,^;, 

+ (y3-yi)* 3^2* + 2 (tfa-yiKyi-yi) ^i^^ + (yi-y^f a^*] 
-«'fe*[(y2-y3)*+2(y3-y3)(y8-yi)+2(yi-y2)(y2-y3)+(y3-yiy 
+ 2(ys-yi)(yi-y2) + (yi-y2)'] } 

= — D« { a* [(yj — j/a) y, + (y, -- yj y^ + (^j — y,) y^f + &« [(y^ — y^) ^i 

+ (ys — yi) «2 + {9t- ys) a^sJ' — «*&* [(yi — y«) + (y2 - ys) + (}fi—yi)f ) 

oder nach Art. 27, 3ft), 46), 26) 

= _ 2)8 . fc2 . 2)2 

= — i>*-6l 
Ebenso ist 

(«2 — '»s) [©11 («2 — a^s) + ©12 («'s — «l) + ©13 (a^l — a;«)] 
+ («3 — «i) [6i2 («2 — a^s) + ©82 {X^ —Xi) + ©23 K — X^)] 

+ («, — a;^) [6i 3 (ajj, — 3:3) + 6^3 (0:3 — ajj) + 633 {x^ — o^)] 
= _D«.o«.(— Z))« 

D^-a\ 

Man hat also den Fall Art. 49, 1. 6. 2. c, und sieht auch hier, 
dass die Curve eine Ellipse ist 

Ebenso überzeugt num sich in allen Fällen, dass die 
Gleichung F{x, y) = a^y^-\- l?x^ -\-aH^ ==0 etwas Imaginäres, 
die Gleichung F (x, y) = a^y^ — 6*a^ + «^ 6* = eine Hyperbel, 
die Gleichung y^ — 2px = eine Parabel bezeichnet. 

53. Soll die Gleichung /'(«i.^^s) = 0, f (ji, 827 Ss) = 
eines Kegelschnitts auf ein anderes Dreiseit oder Dreieck 
(mit Beibehaltung des Coordinaten- Anfangspunkts) transfornlirt 
werden, so erhält man durch Einsetzen der Werthe Art. 28, 
9a), 96) in die Kegelschnittsgleichung als Coefficienten in der 
neuen Kegelschnittsgleichung 
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Art. 68.] — 197 — 

+ 2 C23 3) 22 33 23 -|- C33 S) 23 J; 

c'8S = ^'r[cu S>V + 2Ci, $>'3i®'3, + 2C,3 2)'3i®'33 + C^, ©'3,* 
+ ^^28 -^ 32 -^^ 33 I ^33 ^^ 33 J ? 

+C^®',,S)'^+%(S)'i,®'.3+S)',,®',3)+(^3S)'l3S)',3]; 
^ "r^22'^ 22'^ 32 "T ^23(33 '22*^ 33"!'^ 32*^ 23)4"^33'^ 23*^ 33j5 

^'3i = ^{^a®'3i2)n+aS)'3iS)\2+^n®'32)+q3(S)^ 

+C22®'322)V2+%(®'32®'l3+S)'i2S)'33)+C33®'332)'i3]; 

^ll = ][/ä*L^ll ^11 + 2Ci2 X/ii2>i2 + 2^3 X/ii2>i3 + C22 ^12 

+ 2 C23 i'12^ 13 + C33 1/13 J5 
^ 22 "^^//i'L^l -^21 H" ^ ^12 ^21-^ 22 1 ^ ^13 -^ 21-^ 23 "T ^22 ^ 22 

+ i C23 // 22-^ 23 I ^33 ^ 23 J? 
^ 33 "^^^^ L^ll ^31 I ^ ^12 -^ 31 -^ 32 I ^ ^13 ^31 ^ 33 "i" ^22 ^ 32 

+ 2 C23 ly^i^ 33 I ^3 -^ 38 Jl 
C',2=^'r[qi^n-D'21+Cl2(i>^ni>'22+i>^21-D'l2)+Cl8(i>'u-D'28+i>'21-D'i8) 

+ C22-L/ 12-L/ 22 I ^23(-^ 12-^23 1-^ 22^13)"r^3-^ 13"^ 23j5 
^ 23 = 272'LCll-ö 21-^31+^12(^ 21-^32 "T-^ 31-^22) +^13(^21-^ 33+-^ 31^23) 

+C22-^ 22-^324"^23(-^22-^ 33 4"-^ 32^ 23/ "T ^33-^23-^ 83j5 
C'31=^{Cui>'81^1l+C,2(^'31^,2+-D'nI>'82)+q3(iy3li>'l3+^11^83) 
+C22i/32i' \i-T^ii\.^ 32-^ 13"r-^12-^33)"r''83-^38-^13j- 

Man bemerkt auch hier sogleich, dass von den Werthen 



\a) 
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' — 198 — [Art. 63. 

^'ii; ^'22? ^'s3> ^\u ^^^ ^^^ ^®^ Werthen c\^, c'^g, c 33, c^^, jeder 
folgende aus dem vorhergehenden hervorgeht^ indem man die 
ersten Indices aller S) in cyklischer Reihenfolge je um 1 
fortschiebt. Gleiches findet mit den Werthen für c\i, c'22, c'jj c'^ ; 
und c',2, c'23, c'31, c'i2 statt. 

Um nun die Partial-Determinauten C^, C'22, C'33, C^g? C\^j Cg^ 
der Discriminante der neuen Gleichung zu finden, hat man, 
da nach Art. 43, 7a), 8a) von den Werthen der drei ersten, 
und von den Werthen der drei letzten jeder folgende durch 
Fortrücken der Stellenzeiger im vorhergehenden hervorgeht,' 
nur einen Werth, etwa C\^ der ersten, und einen Werth, 
etwa C'23 ^^^ ^^®i letzten zu berechnen, und findet dann durch 
Fortschieben der ersten Indices an den S) die übrigen. Setzt 
man nun in der Gleichung 

O 11 ^22^33 ^23 

für c'ii, c'22> c'23 ^^^® Werthe aus la) ein, so ergiebt sich 
nach einigen Zusammenziehungen: 

+ Cii[2)'^S)'33-©',3®'3,]^); 
oder nach Art. 29, III) a^, b^, c^ 

C'ii = W ■ [C33 ®3i' + 2 C^ %^ %r + C^ ®2i' + 2 C,, ^^ %, 

Da nun, wie man sogleich sieht, in Art. 29, III) die linke 
Seite der Gleichung a^' aus der linken Seite der Gleichung a^' 
durch Fortschieben der ersten Indices an den 2)', die rechte 
Seite aber durch Fortschieben der zweiten Indices an den 
5D hervorgeht, so hat man, um (7'22, C33 zu finden, im Werthe 
von C\i nur die zweiten Indices der S) fortzurücken, wobei 
zugleich dem Werthe von C'^ die Form gegeben werden soll 
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Art. 53.] 



- 199 — 



Setzt man ebenso in der Gleichung 



für c\y = c' 



23 ^ 21 ^ 31 



^ 9«^ 



23^11 



21 



'12? ^31 



C Vl\ C 



c 23, c 11 ihre Werthe aus la) ein, so 



31? ^23? 



erhält man nach gehöriger Vereinfachung und Zusammen- 
ziehung: 

■ + G.^ [(S)'33®'u - ®'3l®'l3)(S)'n®'^ - S)'x,S)',0 

+ (S)'3i^'i2 - ®'32»'n)(^'i3®'.i -®'n®'23)] 

+ C33 [S)«®'« - S)'3,®'a][®',,®',, - ®',,2)'«] ) 

oder nach Art. 29, III) a^', ft^', c/; ag', 63', c^ 

C'23 = ^ • [Cu ®12®13 + Gl, (2),,®,3 + ®,,S),8) + C« (®i,®3, + ®3,S)i3) 
+ C„ 2),,®,3 + 0,3 (® jg%8 + ®3,2)j3) + C33 ®3gS)«,] 

oder 

C'23 = ^ • [Cu 2)i,S)i3 + C,2.(S), A3 + 2)132)22) + ClS (®12®83 + 2)132)32) 
+ (7,j ®,,S),3 + C,3 (®222)33 + 2)332)33) + Cs3 2)33®33]. 

Durch Fortschieben des zweiten Index au den % findet mau 
C'51 und C'ij. Man erhält also: 

C'ii = ^^^ • [Ca 2)^^ + 2 Gl, ®a2)2i + 2 (?i3 2)ix»3i + C,, 2),,* 

+ 2C,3S)«% + C33%i*]; 

C'22 = ^'5 • [Cti 2),,^ + 2 Cig ®,,%, + 2 C,3 2),,S)3, + (7,3 2)3,'' 

+ 2C,3 2),,®3,+ C33%3*]; 
H" ^ ^23 -^23 -^33 I ^33 '^33 J 5 

G'n = ^ • [Cii2)a2)i,+Ci,(®a2)22+2),22>«)+Ci3(2)xi2)32+2)i32)3i) 

+C,3S),j®,3+C,3(S),,S)33+®,3®3i)+C33S)3iS)3j; 
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C'st = f^ • [Cll5),32)u+(7,,(2)„2)3i+®n®2s)+<?,3(^l»®81+2)ii2)„) 

+Ca®„2),i+(7„(S)^5),i+2)«S)„)+C33S)332)3j; 
und ebenso hat man 

S u = ^ • ^1 Ai' + 2 ©1, Ai Ai + 2 (£„ Ai Ai + e« Ai* 
+ 2(S,3AiAt + <£ssAi*]; 

6'22 = ^ • [©11 A«* + 2 Si, A.^« + 2 e,3 A2 A» + ^ A»' 
+ 2e,3A*A2 + <£ssA2*]; 

6'»S = ^ • [®11 As' + 2 6« As As + 2 613 A8i>SS + ®2* As' 

+ 2 6,3AsAs + essAs']; 

e« == ^, • [®ii AiA2+®i2(AiA2+AAi)+eis(AiA*+A2Ai) 
+e,3AA+®2s(AiA2+A2Ai)+6ssAiA«]; 

6'28 = ^•- [®uA2As+ei2(A2As+A8^M)+eis(A2-DsS+AsA2) 

+6,,A2As+®2s(A2As+AsA»)+®s8A2As]; 

e'81 == ^ • [611 AsAi+ei2(AsAi+AiA8)+Sis(AsAi+AiAs) 
+s,,AsAi+e2s(A8Ai+AiAs)+<S8s-Ö8sAi]; 

Man bemerkt sogleich die Analogie dieser Ausdrücke mit den 
in la), 16) aufgestellten für c\i, c\^j etc., c^^, c'127 ^tc. 

Um die Discriminante C der neuen Gleichung zu finden, 
halten wir uns an die Regel 

Werden hier für C\^\ C\2, C\^ die Werthe aus 2a), für 
c'n, C12, c'i3 die Werthe aus la) eingesetzt, so erhält man 
nach einigen Umformungen: 
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C = ^ • j [(Cii®ll+Ci2 2)«+(7„®80(Cn®'n+Ci2S)',2+CisS)',8) 

+ (^ll2)lS+<?12®2S+Cl8®83)(C8i®'31+C22®'32+C,3®'88)] 2)u®'l2 
+ [(<?U®U+Ci,®21+Ci3%t)(<'81®'ll+C822)'l2+C88S)'l3) 
+ (<^U^12+C,,®3,+(7i3S)3,)(C3i®',i+C3,®',3+C332)'33) 

+ (<^U®l8+Cl2®28+Ci3^88)(ft.l®'81+<^2®'82+C88®'38)] ®ll®'l3 
+ [(C'2l®n+C42®21+a>32)8l)(Cu2)u+Cx2®',2+Cl,^'l3) 

+ (C2l®l2+C22®22+<?28®32)fel®'21+Cl2»'22+Cl3®'28) 
+ (^21®18+C'22®2S+<^28®38)(Cu2>'si+Ci2S)'3g+Cis®'s3)] ®,i^'a 
+ [(^21 »11+C,, ®,,+(7,3 2)3,) (C,i S)'u+C,, 2)'i,+C,3 ®'l8) 
+ (C2lS>12+C22®22+C28®S2)fel S>'21+C22®'22+C2sS)'28> 

+ (a!l®l8+C22®2S+<^28®88)(C2l®'31+C22®'82+C28®'8s)] ®21 2)'ja 
+ [(<^21®U+C',,®,i+C,3$>3j(C3,®'ii+C3,S)',,+ft,3 2)\3) 

+ (C2l2>12+C'22®22+^28®82)(C81®'21+C82S)'32+C„S)',3) 

+ (C21®18+C'222),3+C\8®83)(<'81®'81+C82®'32+C83^'88)] ®21 ®'lS 
^[(G,l®ll+Cf82®21+<^38®8l)(<'ll5)'n+Cj32)',,+Ci3 2)'i3) 

+ (<^81 ®12+^82 S),2+033 ®32) (^11 ^'il+C,, 2)',,+C,3 5)',3) 

+ [(C3l2)n+(73,®,i+C33S),i)(c,iS)\i+C,,S)',,+C33®\3) 
+ (G,l®i2+<^32®22+C38®82)(C21®'2\+C22'^'22+<i!8®'2s) 
+ (^81 ^18+^32 S)28+C33®38)(<^l®'81+C22®'82+C28®'38)] %l^n 

+ [(C'31®Xt+C82 2)21+033 2),i)(C3i®',i+C3,®'i,+<^3®'l8) 
+ (C'8l®l2+C82®22+G,3®32)(C3l®'21+<'32®'22+C3S®'23) 
+ (C^81®13+G„®28+C33®33)(C3l2)'31+Cs2®'82+C38^'s8)] ®3lS)'ls) 

Man hat also einen Ausdruck von der Form 

C' = ^,- j Jfu S)i,®'u + M,, ^,,'S>\, + Jlfi3 2>iiS)\3 

+ Jf^l ®31®\l + M^ ®,i®'i, + J^3 <E),iS)\3 
+ Jfsi 2)31 ®'ii + ^»^82 ®8l®'l2 + J^33 ®3l2)'i3l 

* und man bemerkt sogleich, dass der Coefficient M^^ aus M^i, 
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Jfi3 aus Jfig, Jf^a aus Jfgu -^23 a-us ifgg, itfga aus Jfji, Jfjs aus Jlfgg 
dadurch hervorgeht; dass man die ersten Indices an den 
kleinen c je um 1 fortrückt, dass aber M21 aus J^n, M^^ aus Jfgi» 
Jlfga aus Jf^g, Jlfjg aus Jlfgg, Jfgg aus M^^y M^^ aus Jlfgg dadurch 
hervorgeht; dass man die ersten Indices an den grossen (7 je um 
1 fortrückt. Hat man also M^^^ so hat man auch alle übrigen. 
Nun lässt sich M^ auch in der .Form schreiben: 

-Mii = Cn c,i (®xi2) u + ®„2y',, + ©.s^'si) 
+ Cu c» (S)ii®'i« + S)i,S>'m + S)isS'3,) 
+ Cn C,, (®a®'is + ®12®'« + ®.3-®'3s) 
+ Ci, Cn (®,i®',i + 2)^®',i + ^n^'n) 
+ <?i2 Ci, (S)ai2)'i, + S),,3)'„ + ®,,2)'„) 

+ Ci3 Cu (3)31 ®'n + S)s.2)'« + 2)33 ^'si) 

+ Ci3 C12 (2)31 2)',. + 2)3,2)',, + 2)33 2)'3,) 

+ C'w ClS (2>3l2)'i3 + 2)3,2)',3 + 2)332)'33) 

oder nach Art. 29, IV), Oj bis <^ 

-Mii = Cij cii 3) . 2)' + C., c,, 2) . 2)' + Ci3 c« 2) • 2)'. 
Mau hat demnach: 

üfi, = 2)2)' . [Oh c,i + C,, c,, + (7,3 cj; 

J!fi, = 2)2)' • [C„ c,, + (7„ (^, + (7,3 CsB,]; 

-M'.s = 2)2)' • [(7ii C3, + Gl, C3, + 0,8 ft»]; 

J[f„ = 2)2)' • [<7„ c,, + C„ c„ + 0,3 c,3]; 

Jfg, = 2)2)' • [(7j, Cg, + (7sa Cg« + (^3 Csffl]; 

Mi3 = 2)2)' • [(7,1 Cg, + (7„ (^, + (7,3 ^3]; 

Mgi = ®2)' • [(731 c,, + (73g c,, + (733 C13]; 

M,2 = 2)2)' . [(7,1 c„ + C3, c„ + (733 c„]; 

Jlf,3 = 2).2)' • [(7,, <^i + Cj, &,, + C33 ft«,]. 
Nun sind alle Jlf Null mit Ausnahme von Jlf,i, J^,, Jf33, welche 
je den Werth C haben. Man hat daher 

C = -^,, . C. 2)2)' . (2)i,2)',i + 3),i2)'„ + 2)3,2)'i3) 
oder 

(7' = ^^ . (7 . 2)2)' . (2)',i2),i + 2)'i,2),i + .2)'i,2>3i) 
oder nach Art. 29, IV), a/ 

also 
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und ebenso 



C' = ^.C; 3a) 

6' = |^-6. 36) 

Bringt man die transformirte Gleichung durch Multiplication 
mit 2)'^, 1/2 auf die einfachste Form, so sind die Ausdrücke 
in la), 16) mit 2)'^, iy\ die in 2a), 2h) mit 2)'*, Zy^ die in 
3a), 36) mit 2)'«, 2)'« zu multipliciren. 

Ferner lässt sich, wenn man für C'^, C\^ etc. ihre Werthe 
aus 2a) einsetzt, der bei der Beurtheilung der Natur des 
Kegelschnitts in Betracht kommende Ausdruck schfeiben: 

+ 3ex'?); \c\, 3e,'?)a' + C',3 363'?)/ + C'ss X/?),'] 

= C'u 36,' 2)3'* + 2 C\, 3£,'2)3' • X,'?)/ + 2 O',, X/?),' • X/g),' 

+ c"„ «3'?)/^ + 2 C7',3 x/gi; . x/D,' + c'33 x/D,'» 

+ 2 Gl, [3E,'?),' ®n + 363' 2)/ %,, + 3£/2)3' ®„] 

• [ae/?)»' 2)« + x»'?)!' 2)22 + 3ex'2)»' 2)J 

+ 2 C„ [X,'?)3' S)„ + 3E3'2)/ %,, + 3^/2),' S),3] 

• [X2'2)s' »3x + 3e3'2)x' 2)3, + 36/2),' ©33] 

+ ^23 [3E2'2)8' S)3X + 3E3'2)i' ®,, + 3£x'2).' S>3s]* 
+ 2C,3 [3£,'2)3' »,x + 3£3'2)i' 2),, + 3£x'2)2' 2)«] 
• [362-2)8' 2)3x + X3'2)x' 2)3, + Xx'l)/ 2)33] 

+ C733 [3e.'2)3' 2)3x + X3'2)x' 2)„ + 3ex'2)2' 2)33]*) 

oder nach Art. 29, VI, a/, ft^', c^' 

= ^4^"^?'»'®" + 2^i*3£,2)8-3£32)i.2)'^+2C,3 3£,2)s-3ex2)2 2)'^ 

+c,,3e32)x'2)'*+2C,3 3e32)x-3ex2)2 2)"'+C33 3e.2)»*2)'«) 

= C,x 3^,2)3* + 2Cx, 3E,2)8 • 3^32)1 + 2 C„ 3632)3 • 3^1 2)2 
+ <^2s ^2)i* + 2 C,3 «32)1 • 3Ex2)2 + C33 3fi2)2* 

= 3^22)3 [^11 «22)3 + C?.2 3e32)t + <?13 3£l2)2] 

+ ^% [Cx2 36^2)3 + C3, 3632)1 + C^ 3£,2)2] 

+ 36x2)2 [Cx8 36^2)3 + C,3 3632)1 + C33 ^,%\ 

Mau hat also • 
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4«) 



46) 



+ X/g),' [C'„ X,'2)3' + C',3 X,'?)/ + C'3, «i'^'] 
- X^g), [Ca X,g), + C?,, X,?), + C,3 X,2)J 

+ x,2)i [C„ S3?)s + c^« x,Di + c,3 Xig),] 
+ Xjg), [C,3 x,2)3 + c«, x,g), + c,, x,g),] 

und ebenso 

x; r3' [e',1 x,' r,- + e\, x,' r; + e^, x/ r/j^ 
+ Xa' r; [6\, x,' r/ > ©'^ X3' r/ + 6'« x,' r,'] 
+ x/ r,' [e'„ X,' r,' + 6'^ x,' r/ + 6-33 x/ r,'] 

+ X3 r, [Sj, X, r, + s,, X3 r, + e,, x^ r,i 
+ X, Y, [Si, x,Y,-\- e,3 X3 r, + 633 X, y,i 

Ferner hat man durch Einsetzung der Werthe für C'^, etc- 
(^2' - O IG'n (^2' - W) + C\, (W - 9/) + G\s (^.' - 9.')] 

+ (9s' - 9i') [C'i. (9.' - 93') + C'.. (9,' - 9i') + C'«, (9/ - W)] 

+ (9/ - W) [C"i3 (9/ - W) + ^'23 (93' - 9i') + C'33 (9i' - 90] 
= C'a(9.'-93')* + 2C'„(W-98')(93'-9i') + 2C\3(9i'-9/)(W-W) 
+ C",s(93'-9i')* + 2a',3(93'-9i')(9/-W) + C'33(9i'-W)^ 

= ^ • j <7n [(92-93') 2)u + (9,'-9i') S),, + (9,-92') S)«]* 

+ 2(7i,[(W-93')®u + (93'-9t')®l2 + (9,-92') 2>133 
• [(92'-9»') ®2, + (93'-9,') 2)« + (9,'-92') ®23] 

+ 2Ci3[(W-93')2).. + (93'-9,')S),2 + (9,'-92')2)i3] 

• [(92' - 93') %t + (93'-9.') ®32 + (9i'-92') 2^33] 
+ C3, [(5,' - 93') ®,, + (^3' - 1),') ®,, + (9,' - 92') ^23]* 
+ 2 C33 [(t),' - \),') ®,, + (9,' - 1),') 2)^ + (9/ - 9,0 S),3] 

• [(92' - 93') ®3, + (9»' - 9,') ®32 + (9,' - 92') ^83] 

+ ^33 [(9/- 93') %1 + (93'- 9,') ®32 + (9,' - 92') ®*3]*) 

oder nach Art. 29, VII), «2' 62' ^2' 

=r^(<^u(92-93)''3)'^+20,,(9,-y(93-9,)®'^+2C,3(9,-92)(92-93)®"' 

+C22(93-9,)^®'.*+2C,3(93-9,)(9,-92)S)'*+C733(9,-92)*^'i 

= Cn (92 - 93)' + 2 Ci, (^3 - y (^3 - 9,) + 2 C,s (9, - 92) (92 - 93) 

+ C,, (93 - 9,)* + 2 C,3 (93 - 9,) (9, - 92) + Cs3 (9i - 92)* 

= (92 - 93) [Cn (92 - 93) + ^,2 (93 - 9,) + Ci3 (9, - 92)] 

+ (93 - 9,) [Cii (92 - 93) + Q2 (93 - 9,) + <^23 (9i - 92)] 

+ (9x - 92) [C,3 (92 - 93) + ^-23 (93 - 9,) + C«, (9, - 92)]- 
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5a) 



Mit Hilfe von Art. 29, VII), a/, &/, c^ überzeugt man sich auch so- 
gleich von der Richtigkeit des analogen Satzes für j. Man hat also 

+ (9,'-9l')[<?'l2(52'-0 + C'^{^^-^:) + (7'2s(9/-9/)] 

= (92 - y [Ca (92 - ^s) + ^12 (93 - 9i) + <^i3 (9i - 9*)] 
+ (9s - 9i) [^^12 (92 - 9,) + C^ (93 - 9.) + ^23 (9i - 92)] 
+ (9i - 92) [Ci, (92 - 93) + 6^28 (9» - 9i) + <?38 (9i - 92)] ; 
(E2'-E3') IG\. (h'-h') + c\, (?;-?/) + C\s (h'-hl^ 

+ (E3'-El')[C'x2 (E2'-E3') + C',,{U'-%1) + f?'23 (?/-&')] 

+ (h'-h') [G\s (%,'-h') + 0'^ (h'-h') + C'^ (E/-E.')] 
= (E2 - Es) \Gn (& - ?s) + Cx2 (Es - Si) + Cis (?i - E2)] 
+ (Es - El) [<^i2 (E2 - Es) + ^^22 (Es - El) + C^3 (El — E2)] 
+ (El - E2) [^13 (E2 - Es) + <^2s (Es - El) + Czi (El - E2)] ; 

(y2'-ys') [6'ii (y^-y^) + ©'« (jf^-y^) + e'is (if^-y^)\\ 
+ (ys'-y/) [e\. (y.'-^') + ^'n iy^-yi) + ©'23 (yZ-y/)] 
+ (yi'-y2') [S'i, (y;-y,') + 6'^ (ys'-y/) + e'«, (yi'-y/)] 
= (^2— ys) [Sa (y2— ya) + ®i2 (ys -yO + ^is (yi -y2)] 
+ (ys — yi) [®i2 (y2 — ys) + ^22 (ys - yJ + ®23 (yi -y2)] 
+ (yi-y2) [®i3 (y2-y8) + ^2s(if3~yi) + ^ss (yi— y«)]; 

«— 0[®'a«— O + <S'i2«— a^i') + ®'is(^i'— aj«')] 

+ (*i'-^2')[e'is«-0 + 6:'23«-^i') + e'ss«-^/)] 

= (ajg — X3) [©11 (a;^ — 3:3) + ©ig (ajj — aji) + S« (rCi — a;,)] 
+ («8 — ^1) [ßi2 (^ — «s) + ®22 («3 — «1) + ^is (^1 — ^2)] 
+ 0^1 — ^i) [ßis (^2 — ^s) + ®28 (^3 — a'i) + <5s3 (Xi — ajg)]. 
Femer ist vermöge d& Werthe von c „, c ,2 etc. ia la), und 
von C in 3a) 

C" (c ,1 + 2 C'i2 + 2 C'i3 + C 22 + 2 c'äs + C 3j) 
= |t •• C • j C,, [®'„ + ®',j + ®'3 J* + 2 C„ [®',, (©',, + <E)',2 + ®'32) 

+ ®'21 (®'l2 + ®'22 + ®'82) + ®'81 (®'l2 + »'22 + »'32)] 
+ 2C,3 [2>'„ (®',3 + S)'23 + ®'ss) + ®'21 (^'iS + S5'23 + '^'ss) 

^T®'3l(®'l8 + S)',3 + ®»)] 
+ C,, rS)'l2 + ^'22 .+ ^'32]' + 2 C23 [S)'l2 (®'l8 + ^'23 + »'s») 

+ ®'22 (®'l3 + ®'2S + »'ss) + ®'82 (^'iS + ^'^ + »'ss)] 
+ <^,s[®'l8 + ®'2S+®'8s]*} 
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+ 2c,, (2)\, + 2)'« + ®'„)(® « + 3)',, + 2)'«,) 

+ ^(^'« + 2)',, + 2)'«,)* 

+ 2c,s (3)'„ + 2)'„ + 3)',,)(2)',, + 2)'« + 2)'„) 

oder nach Art. 29, I), a^, 6^', c^ 

= §; . C. |c.,®'* + 2^,2)-'' + 2c,3S)'« + c«2)'* + 2c^S)'* + %®'*) 

2)' 
= ä^ ■ ■ (^» "H 2 c,2 + 2 c,3 + Cgj + 2 Cjj + Cj,). 

Man hat also 

G' • (C u + 2 C'ij + 2 C'ij + C jj + 2 C'j3 + c 8s) 

= f^ • C- (<^u + 2c,i, + 2c„ + (^j + 2cj8 + Cjj); 60) 

S'^- (Ca + 2 c'„ + 2 c',, rf c'„ + 2 c',3 + c'„) 
= ^ • ® • (Ca + 2^8 + 2Cis + Cj« + Cgg + c,s); 66) 
und offenbar nach 3o), 36) 
Cii+2c'i2+2c\j+c'2g+2c'28+c'8,=Cn+2ci3+2Cis+c^+2cj,j+(^j;7a) 
c'ü+2c'„+2c'i8+c'iS2+2c',8+c'8s = Cii+2Cij+2Ci8+c,g+2c«,+C83. 76) 
Endlich ist nach 3a) und \a) 

G ■ {cn ^1'* + 2 c\, 9/9«' + 2 c',8 ^i'^; + o'n 9/* + 2 c ^ W W + «'» ^') 
+ 2 Ci. [^x' ®'n + 9/ ®'« + W S)'8J [9/ ®'u + W S)'„ + ^8' ®'ss] 

+ 2 C,8 ftl' 2)'„ + 9,' 3)',, + ^8- D'8x] [9x' ®'lS + 9/ S)'«, + W ®'3,] 
+ 2 (^ rtl' 3)',, + W ®'« + ^s' 3>'s J [9/ ®'x8 + W ®'«, + ^' S>'S3] 

oder nach Art. 29, V), »a', ^2'; ^2' 

= ^•^•{^11 9i' 2)'^ + 2q, 9i9, S)'^ + 2^3 91^3 2)'« 

+ ^2 ^2' »'' + 2c,3 Ms 2)'^ + ^ 93' 5D'*) 

= ^-C?-fei9i' + 2c,, 9, 9, + 2^13 9, 93 + c,, 9,^ + 2^,3 9,93 +0,3 93«> 

Ebenso findet man den analogen Satz für £ mit Hilfe von 
Art. 29, V) a/, 6/, c/. Man hat Also: 
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G' ■ (c\, t),'' + 2 c\, \),%' + 2 c\, 9/ 1),' + c',, ^,'» + 2 c ,3 W ^s' + c'33 Jj»'*)^ 
= ^-C-(Cnt)i' + 2ci2 9i^2 + 2c,3^i53 + C8gt)g« + 2cg3 ^2^3 + 083 93«); 

^ ■ C^ u ?i "T 2 c 12 Ji J2 + 2 c 13 J, Es + c 2g E2 ~r 2 c 23 J2 Es "T '^ S3 Es ) 
■= S^ * ' ^^11 El ~r 2 C12 EiEg + 2 c^^ ]Ci%^ -\- 0^2 £2 +^^28 E2E3 + C33 E3 ); 



8a) 



e' • (Ca yr + 2 c'i2 yi'y^' + 2 c'13 y/y»' + c'22 y,"+ 2 c'23 y^'^s' + c'ss %'*) 

. = 5^ • ® • ('^ll ^1* + 2 C12 ^1^2 + 2 Ci3 2/1^3 + C22 4/2* + 2 C23 ^2^3 + Cs3 %*)? 

6' • (c'ii x,'^ H- 2 c',2 x,'x,' + 2 c'i3 << + c'22 a;2'* + 2 c'g, a^'< + c'33 <*) 

^^^ ^^ * ^ * (^11 ^1 "T ^ ^12 ^1^2 "T~ 2 ^13 ^1^8 H" ^2 ^2 I ^ ^23 ^2^3 I ^33 ^8 /? 

Hat man die transformirte Gleichung durch Multiplication 
mit 2)'^, 2>'^ auf die einfachste Form gebracht, so sind die 
rechten Seiten der Gleichungen 4a), 46); 5a), 56); 6a), 66); 
7a), 76); 8a), 86) noch bezüglich mit S)'^2)'^; 2)'SD'*; ®'^2y«; 
2)'^ 2X2. 2)'8^ lys 2u multipliciren. 

Man ersieht aus 3a), 36), dass, wenn die Discriminante 
der ursprünglichen Kegelschnittsgleichung Null oder von Null 
verschieden ist, ein Gleiches auch mit der Discriminante der 
neuen Gleichung der Fall ist, man mag in der Gleichung 
mit S)'^, 2>'^ multiplicirt haben oder nicht. Multiplicirt man 
nicht, so bleiben nach 4a), 46); 5a), 56) die betreffenden Aus- 
drücke in der neuen Gleichung dieselben, wie in der ursprüng- 
lichen. Ueberhaupt bleiben nach 4) — 8) die Vorzeichen aller 
Ausdrücke, welche nach Art. 49 die Natur der .Curve be- 
stimmen, unter allen umständen unverändert, da alle, zu den 
ursprünglichen etwa hinzutretenden Factoren Potenzen von 
geraden Exponenten sind. Aus 2a), 26) ist zugleich ersichtlich, 
dass, wenn die Partial-Determinanten der Discriminante in der 
ursprünglichen Gleichung Null sind, dies auch mit denen in 
der neuen Gleichung stattfindet. 

54. Endlich erhält man aus Art. 53, 7a), 76) den Satz: Wird 
die Gleichung /*= 0, f = eines Kegelschnitts auf ein anderes 
Dreiseit oder Dreieck transformirt, und wird während der 
Transformation mit keinem Ausdrucke gekürzt oder erweitert, 
so bleibt die Coefficienten-Summe unverändert. 



86) 
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Es lisst sich dieser Satz aoch noch auf andere Weise 
begrfinden: Denkt man sich eine orthogonale Gleichung 
F(x,y) ■= 0, %(\,'^) = in eine homogene transformirt, so 
erhält man, wenn man weder kfirzt noch erweitert, die in 
Art 47, la), 12>) ao^gestellten Werthe fSr die Coeffidenten e, c. 
Ans diesen eihält man 

«•n + 2c,j + 2e„ + c« + 2«» + «^ 

= ^ («11 [(E* — &) + (& — Ix) + (Si - &)]* 

-'iaxt\ f fj* —&) + (&— I.) + (?i — & '] (>fe — y 

+ [i'E* — &) + ('& — Ii) + (E, — E*)] <:>)» — >>i) 
+ [fe — &) + (& — E.) +. t E, — E* >] (»>, — >>»)) 

+ 2a,, {[(&-£,) + (E,-E.) + (Ei- fe)] ^% * 
+ [(E, - fe) + (& - E.) + (El - E,)] 3E,Dx 
+ [(E, -Es) + (E, - El) + (E, - E,)] 3E,g). } 
+ «.* [(^ - 9,) + (fe - 9,) + (>>i - 9«)]' 

- 2o*s |[(9*-y + (>fe-V + (^i-yi 3^?), 
+ r(>J.-y + (95-9.) + (9i - W)] 3E,?)i 

+ r(9*-9,) + (»)s->>i) + (9i-»fe)] s,a} 

+ «3» [X*?), + 3E,?), + 3EiDJ*) 
oder nach Art. 27, 2a) 

= 033- 

Man hat also: 

Ca + 2^12 + 2ci3 + ^22 + 2^23 + C33 = 033; la) 

und ebenso 

eil + 2Ci2 + 2Ci3 + (^ + 2c23 + €33 = 033. 16) 

Man sieht daher: Transformirt man eine orthogonale Eegel- 
schnittsgleichung in eine homogene^ ohne zu kürzen oder zu 
erweitem, so ist die Sonime der Coefficienten in der neuen, 
homogenen, Gleichung gleich dem eonstanten Gliede in der 
ursprünglichen, orthogonalen; und aus Ari 48, la), 16) ergiebt 
sich das Umgekehrte: Transformirt man eine homogene Eegel- 
schnittsgleicbung in eine orthogonale, so wird das constante 
Glied der neuen, orthogonalen^ Gleichung von der Coefficienten- 
Summe der ursprünglichen, homogenei^, gebildet. 
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55. üeberblickt man nochmals die durch die ver- 
schiedenen Transformationen erhaltenen Resultate, so bemerkt 
man Folgendes: 

Nach Art. 47 geht eine Gleichung JP == 0, S = in 
eine Gleichung f= 0, f = über, wenn man für 1, x, y; 1, J, t) 
die Werthe aus Art. 23, 7), 8) einsetzt, also bei der Trans- 
formation von F in f die Werthe 



^2 — ^8 ^ ^8 — ^1 „ __ ^1 — ^» 
3) ^1 5) ^2 3) 



a? = -^^^^^^^, - ^^^-«r^^2-^^^r^^3; 



^ h 



Heisst nun M der Modulus dieser linearen Substitution, so 
hat man offenbar 

X^Ss 3£3?)i 'li,% 

^2 — ^3 ^3 — 9l 9l — ^2 

E2 ?3 E3 El El E2 

= ^ {3e*?), [(Es - El) (9i - ^s) - (El - Ea) (93 - 9i)] 
+ ^z% [(El - E«) (9* - 9s) - (Ee - Es) (9i - 9»)] 
+ 3ex 2)2 [(E« - Es) (93 - 9i) - (Es - El) % - 9s)] I 
oder nach Art. 27, 8a) 

M= ^ [^d» 25 + 3E3?)i 2) + 36,2), 2)] 



oder endlich 



^=i5 



Es ist also ^ der Modulus der linearen Substitution aus 
Art. 23, 7a), 8a); und ebenso ist ^ der Modulus der linearen 

Substitution aus Art. 23, 76), 86). Nach Art. 47, 2a), 26) 
erhält man daher die Discriminante der neuen Gleichung, 
indem man die Discriminante der ursprünglichen mit dem 
Quadrate des Modulus der linearen Substitution multiplicirt. 
Nach Art. 48 geht eine Gleichung von der Form f=0, 
f =s=: in eine Gleichung JP = 0, g = über, wenn man für 

WEissaNBOBW , anal. Geometrie. 14 
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^i?^2?^8; So 82? äs <ii® Werthe aus Art. 23, 3a), 36) einsetzt. 
Der Modulus dieser Substitution ist aber nach Art 23, 4a), 46) 
S), D, Nach Art. 48, 2a) 26) erhält man daher wieder die 
Discriminante der neuen Gleichung, indem man die Discri- 
minante der ursprünglichen mit dem Quadrate des Modulas 
der linearen Substitution multiplicirt. 

Nach Art. 53 erhält man die Gleichung f=0, f = 
für ein neues Axen-Dreiseit oder Axen- Dreieck, wenn man 
die linearen Ausdrücke Art. 28, 9a), 96) für die Veränder- 
lichen einsetzt. Im Falle der Transformation der Gleichung 
fz=0 hat man daher als Modulus der Substitution: 

T)' ®' ^' I 

'<^ 11 -^^ 21 *^ 31 

®' 2)' ^' 

*^ 12 *^ 22 -^32 






"^ 13 '^23 '^ 83 



oder nach Art. 29, III) 62', 6g', 6/ 

oder nach Art. 29, IV), a^ 
Man hat also 

Es ist mithin ^r der Modulus der linearen Substitution aus 
Art. 28, 9a), und jebenso -jy der Modulus der linearen Sub- 
stitution aus Art. 29, 96), (vergl. Art. 31). Nach Art. 53, 3a), 36) 
erhält man daher ebenfalls die Discriminante der neuen 
Gleichung /"= 0, f = 0, indem man die Discriminante der 
ursprünglichen mit dem Quadrate des Modulus der Substitution 
multiplicirt, wie dies nach den Gesetzen der Lehre von den 
Determinanten • sein muss. Zugleich bemerkt man, dass die 
Ausdrücke Art. 47, 48, 2a), 26), Art. 53, 3) — 8) einen 
invarianten Charakter bjesitzen. 
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56. Wird die Gleichung eines Kegelschnitts f==0, f = 
auf ein sich selbst conjugirtes Dreiseit oder Dreieck trans- 
formirt, .so annuUiren sich in der neuen Gleichung die Coeffi- 
cienten von ^s^^^g; ^1^3, ^2^3; khyiih^hhs^ ^^ di® Gleichung 
nimmt die Form an: 

c^ z^ + c, z^ + C3 zi = 0; \a) q j^^ + Cg i^ + C3 äs"" = 0. 16) 
Um dies für f=0 zu beweisen, bezeichne man die 
Coordinaten des neuen (sich selbst conjugirten) Dreiseits mit 
Et; t)k] so lautet die Gleichung der Seite g^^ des neuen Drei- 
seits, bezogen auf das ursprüngliche Dreiseit, nach Art. 30, la) 

[(Ei'tl2-E2tli') + (h ^3-?3 y + fe^i'-E/y] ^1 
+ [(El ^1 - El' ^1) + (El' 93 - E3 9i') + (E3 9i - El tia)] ^2 
+ [(El ^2 - E2 9i) + ih^i - Ei'y + (El' tfi - Eitli')] ^3 = 0; 
oder 

oder nach der Art. 28, 8a) eingeführten Bezeichnung: 

®n/^i + ®2i ^2 + 2)31 ;^3 = 0; 
und analog bei g^ ^g^, so dass die Gleichungen der neuen 
Dreiecksseiten lauten: 

g; = ®,i z, + ®2, z, + 5)3, ^3 = 0; 

5r/ = 2),, z, + 2)^2 ^2 + ®32 % = 0; 

g,' = S)i3 ^, + 2)23 ^2 + ®33 ^3 = 0. 
Bringt man dieselben auf die Normalform, so lauten sie nach 
Art. 30, 8a), mit Berücksichtigung von Art. 29, I), a^, \, c^: 



a. gi = -^ ®ii ^1 + f 2)21 ^2 + ^ ®8i ^3 = 0; 

i' 92 = § ®12 ^1 + § ®22 ^2 + § ®32 ^3 = Oj. 
C. 5'3'=S®13^1 + S2)23^; + S®33^8=0. 



2a) 



3) --13 -1 r 5) 

Sind %, ;2r;^, ;8fjt3 bezüglich die auf das ursprüngliche Dreiseit 
bezogenen Coordinaten der Ecken G^, G^y G^ des neuen Drei- 
seits, so müssen z. B. z^^y z^iy ^31 den Gleichungen genügen 



3) 


91^1 


«11 


+ 


^■®22 «21 


+ 
+ 


99^3 «31 
ä ®32 «31 


= D; 

= 0;- 


D 

% 


®13 


«11 


+ 


-^ '^23 ^21 


+ 


^ ®8S «81 


= 0. 



14 



* 
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Eliminirt man aus den beiden letzten Gleichungen 0^^, so 
erhält man 

- §.(®32®18 — ®33®12) ^11 + ^ (3)22®83 - ^23^32) % = 0; 

oder nach Art 29, III), b^, b^ 

also «s,, == ^ «11. 

Eliminirt man aus den beiden letzten Gleichungen e^, so 
erhält man 

oder nach Art. 29, III), b^, b^ 
DS)'i,;srii-D2)'ii«„ = 0; 

Setzt man diese Werthe fOr e^i , % in die erste Gleichung 
ein, so erhält man 

g ^ -^'u 

^ 2) • g)',. 



also ^31 = «y^ ^11. 



Verfahrt man, um die Coordinaten der Punkte G^', G^ zu 
finden, welche den Bedingungen genügen müssen 

gi'Ti ^12 + g^r^ ^22 + ^3>*3 % = -D; 

-^ 3)l3 ^12 + ^ ®23 % + ^ ®33 % = 0; 

-^ ®11 ^12 + ^ ®21 ^22 + -JT ®31 % = 0; 

9x^1 % + ^2>*2 % + 5'3^3 ^33 = -D; 

^ ®11 ^13 + -J ®21 % + ^ ®31 ^33 = 0; 

-^ ®12 % + ^ ®22 % + -^ ®32 % = 0; 

ebenso mit Anwendung von Art. 29, III), c^, c^, c^; «g, a^, a^, 
so erhält man 
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^9.9 






*38 



-D • g»'» 

fl'i'-i ®'ji + S»»»-, S)'„ + sf,rg 3)', 

-ö • 3)'., 






^^ gih S»'»i +«'2»-, 3)',, + </,r3 S)V 



^».0 = 



-O • 3)',: 



** Pi n äT's, + Ä r, 3) ',, + j?, r, 2)',, 
Setzt man nun in den Ausdrücken für %,%,%;%, etc. 
f^ 9i*'i> 92^2> ffs*"» ^ie Werthe aus Ari 26, 2a) ein, so er- 
hält man 

, _ 3Ei?), -^e,?) , -ae,? ) . -D-a)'., 

''" — » (3e, 9, 33'.. + 3E, D. ®'., + X. D, 3)'.3) ' 

^« 3) (X, Vs »n + 3^8 ?). »'i, + 3e. ?). a)'i.) ' 
. 3e.D, -.JE.?), -^»D. -.D-a)'.. 

^" — 3) (32, D3 3)'.. +32,?). 3)'., + 35. ?), 3)'.,) ' 
oder nach Art, 29, VI), a. 
g _ 3e.j),-3g,j)3-3£,g).-J)-3)'.. . , _ 3e.g),-^D3-3e.D.-.D-3)'.. . 



3£i J),-3£,D,-3e3g).D-3)'.. . 
3)»-3E,'D,' ' 



;?,,=• 



oder nach Art. 26, la) 



i^,, = 






Verfahrt man, unter Anwendung von Ari 29, VI), 6., c. ebenso 



mit efg,2^, so erhält man als 
Coordinaten Ton G^x 



»'„ 



"" ~ 3£,'D,' ' ^" — 3^'%' ' ^»1 — 3e,'|l3' ' 



Coordinaten von G^'. 



. 3)',. __ 3)V 



^«« ^ 



^'i« 

«»'D.' 



Coordinaten von Gg': 



^81 ^ 8S ^83 



3a) 
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Nach Art. 45 müssen nun, um die Gleichung der Polaren von 
G^jG^yG^ zu finden, die Coordinaten dieser Punkte in die nach 
^i>^2;^3 dififerenzirte Kegelschnittsgleichung fürjsr^j^jsrg eingesetzt 
werden. Man erhält also als Gleichungen der Polaren von G^jG^^^z 



+ 9 ^18 *^ 21 ~r^a8 •'^ 82 I ^33 *^ 28 ., (\, 
WW ^3 — »J, 

9 ^11 *^ 81 "1^1 2 ^ 32 1^1 3 *^3 a - _l 9 ^1 2 *^ 81 1 ^2 ^ 82 I ^23 ^ 88 , 

+ 9 ^13 ^ 31 1^28 *^ 32 "1^88 ^ 83 - (\ 

Nun soll aber auch g^ die Polare von Gy^g^ die von G^^g^ die 
von G^ sein. Es müssen daher die Gleichungen 4a), wenn sie 
ebenfalls auf die Normalform reducirt sind, identisch sein mit den 
Gleichungen 2a). Reducirt man also z. B. die Gleichung a. in 
4a) auf die Normalform nach Art. 30, 8a), und vergleicht die 
Coefficienten von z^y z^j h ™it ^^^ Coefficienten von z^, z^^ z^ in a. 
der Gleichungen 2a), indem man zugleich in letzterer wieder 
®ii + ®2i + ®3i för ® schreibt, so erhält man die Gleichungen: 
n 9 gii ^\i + c,2 ^'i2 + <'^8 2)'i3 

. [9 Cll3)\i+Cl2 ^'12+^13^^3 I 9 gl2^\l4-C22^\2+'C23^\8 

•L^* ^2'ii8' ■*"''* xrw 

,9 C18 3)^1 4-^2 3 ^\ 2 + C33 ^\3l _ ^ ' 3)ll . 

■*" 3e7?)8' "J"" 3),, +2),, +2)3,' 

n 9 ^12 ^\l + C,2 ^'1 2 + ^23 ^ 'l8 
. ("2 . ^11^^1+^125)^2+^13 3)^3 _|_ 2 . ^12 ?'ll +_C22 3)',2+-_C28:5;,s_ 

L Xj Sa 3^2 Ss 

I 9 gl3^n+C23 ^'l2_+C88_3)\3l ^ -P ' g)21 

"^ ae/a' J 2)n+3),, + a)3i' 

7) 9 £l3_^l + ^28 ^\2 + ^88 ^'18 
I 9 gl8^\i+g28^'l2 + C83^\8 l _ 1> ' 3)81 



4a) 
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Aus diesen Gleichungen aber folgt, wenn \ eine unbestimmte 
Constante bezeichnet, 



^11 + ^22 3)^2 + ^23 ^'l3 



3e2'?)3 



= iV®2n 



O ^13 ^ 11 ~r ^23 ^ 12 1 ^33 *^ 13 T. «TN 

Analoges erhält man, wenn man die Gleichung 6. in Ad) mit 
&. in 2a) vergleicht, und ©jg + ^22 + ®32 f^r 35 schreibt; 
die dann eingehende Constante soll \ heissen; und wenn 
man die Gleichung c. in 4a) mit c. in 2a) vergleicht, und 
®i3 + ®23 + ®33 fö^ ® schreibt; die dann eingehende Con- 
stante soll ig genannt werden. Man erhält dann die Be- 
ziehungen: 

«1- Ca ® u + c,, ®'i2 + ^13 ®'i» = I Äi ae/g)/ ®a; 

«3. ^3 *) 11 + C23 *^ 12 ~r ^3 "^ 13 "^^ "2" ^1 *2 £73 *^31? 

K ^11 ^'21 + ^12 ^'22 + ^13 ®'23 = Y *2 3^3' ?)/ ®12; 

&2- ^12 ^'21 + ^22 2)'22 + ^23 ^^23 = \ *2 3^3'?)/ "^22^ \ 5») 

O3. Ci3 *) 21 + ^23 -^-^ 22 I ^33 '^ 23 =^ "^ "^2 *3 c)l *^325 

Cy Cji -^ 31 ~r ^12 *^ 82 I ^13 '^ 33 ^^ 2 ^ ^1 02 *^13' 

^2- ^12 ® 31 4" ^22 "^ 32 T" % -^ 3^^^ "2" ^8 ^1 C/2 *^23) 

C3. Ci3 Ä' 31 + ^23 ä) 32 + C33 *^ 33 ^^^ ~2^. ^ ^l c/2 '^SS* 

Transformirt man nun die Gleichung /" = auf das neue 
(sich selbst conjugirte) Dreieck, so erhält man als Coefficienten 
die in Art. 53, \a) angegebenen Werthe. Man erhält also, 
indem man dieselben in etwas anderer Form und wieder Zk 
statt Zk schreibt, die Gleichung: 



Digiti 



zedby Google 



216 — 



[Art. 56. 



^ • [(Cii S)'xi + <i, S)'i» + Ci, ©'„) ^ u 

+ («18 ®'ll + C«, ®'l2 + C«, ©'is) 2)'J ^1* 

' ■ + 2 • ^ • [(Ca 3)'« + c« 3)',, + c„ S)',3) ^\, 

+ (C.S ®'m + <^ S)'« + «i, 2)',3) S)' J «i;B, 

+ 2 • ^ • [(Ca ®'si + C,, ®'3, + «13 ®'s8) ®'n 

+ iCl2 2) « + C,, ®'3, + C^ ©-33) a)\, 

+ fes S)'3i + <^ S)'s* + fi« S)'33) ^'J ^l^S 

+ ^ • [(Cu »'« + C.2 ®'2« + C,3 S)'«,) 5)',i 
+ (^12 S)'2t + C^ ^'^ + Csa S)',3) $)',, 
+ (C,3 S)'21 + ^3 2)'^ + C33 S)',3) S)' J ;?,« 
+ 2 • ^ • [(Ca ^'31 + C» ®'32 + C,3 »'33) 3)',, 
+ (Cl2 2)'3X + C22 3)'32 + «28 S''8S) ^M 
+ (C.8 ®'81 + C28^'S2 + % ®'8S) 5)'J ^2^8 

+ ^ • [(Cll S)« + C12 ®'82 + C,3 ®'83) ^'81 
+ (Cl2 ®'81 + C22 ®'82 + C^ S>'33) S''32 
+ (Cl8 2)'81 + % 2)» + «33 ®'88) S)'33] ^3* = O? 

oder nach 5o) 

+ ^ • Ä^ 3E3'2)/ (®'a®„ + ®\;S),, + ®',3S)3,) ^,^, 

+ ^ • *8 Xi'g)«' (S) a®„ + S''l2®23 + ^'is'^^) ^1^3 
+ ^ • Y *!« ^s'Dl' (^'21^12 + 2)'22S)22 + S)'23®82) ^2' 
+ ^ • ^ 3£;2)/ (5)',,®,3 + S)',,®«, + 3)',3®3,) ..,^3 

+ ^ • T *3 3Ex'a' (®'81®X3 + S)'82®28 + ^'ss'^,,) %* = 0; 
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oder nach Art. 29, IV), a/, «2', %', b\, 63', c^' 

f Äi X/Ds' .,* + ^ . I Ä, X/2),' ^,* + J 4 *3 3e/?),' ,,' = 0. 6a) 

Mau kann diese Gleichung noch andei« schreiben. Addirt 
man nämlich in 5a) alle drei je mit a, mit 6, mit c be- 
zeichneten Gleichungen, wodurch man nach Art. 29, I), a, 6, c 
auf der rechten Seite den Factor S) erhält, und dividirt dann 
durch S), so erhält man die Gleichungen: 

^ \ X;?)«' = ^ • [(CiiS)'n+Cx3®'l2+Cxs®'l3)+fe2®'u+^®'l2+<^«.®'ls) 

I (^13 ^ 2i4~% -^^ 22 I ^33 ^ n)yi 

Y h Xl'g)/ = ^ • [(CiiS)'3i+q22)'s,+Ci3®'33)+-(Ci23)'3i+C,,S)'3,+C,3S)'33) 

"r (''is *^ 3ii^23*^-32~r^s3*^ 33) J* 
Setzt man diese Werthe^n 6a) ein, so erhält man die Gleichung: 

^ • [{"n ®'ll + Cl2 ®'l2 + Ci3 I)'l8) + («12 ® U + C22 ®'l2 + «23 S)',s) 
+ («13 2)'u + «23 ®'l2 + «33 ®'l3)] ^l' 

+ ^ • [(«11 2)'a + C,, 'S)',, + Ci3 3)'j3) + (Ci, ®',, + <^, S)'2, + C23 ©',3) 
+ («.3 S)'n + C„ ®',, + ft,3 S)',,)] ^/ 

4" ^ * [\Pn ® 31 ~r ^12 ® 32 I ^13 ® 83/ "T (^12 ® 31 "T ^22 *^ 32 + ^23 ^ Ss) 
+ (^13 ®'31 + ^23 ®'32 + % ^'33)] ^3' = 0; 

eine Gleichung, in welcher die Glieder mit ^^^js^y -^1^3? ^2^3 ver- 
schwunden sind. 

Um den Satz für f = zu beweisen, bezeichne man die 

Coordinaten der Ecken 6r/, G^, G^ des neuen (sich selbst 

conjugirten) Dreiecks mit x'kj yk, dann lauten nach Art. 30, 16) 

und Art. 28, 86) die Gleichungen der Ecken des neuen Dreiecks: 

(?/ = Ai«i + i>2i«2 + Aiä3 = 0; 

(?,' = A2 äi + A2 h + A2 äs = 0; 26) 

öj' = As ii + -Das fe + Dss 8s = 0. ^ 



7a) 
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Da nach Art.29,a„&i,c, Z)ii+Ai+Ai=-D, A2+^22+A2=A 
D,g+ As+^^ss ""-^ ist, so besitzen diese bereits die Nonnal- 
form. Sind j^j, j^, j;^ die Goordinaten bezüglich der Seiten 
9i}9i)9iy 80 müsseil für g^ die Gleichungen gelten 
9x^1 in + g^rt hi + fl'3'"s 8Si = -D; 
A« in ~r Aa isi ~r A« äsi '"'^ "> 
As Sil + -023 J21 + -Dss äsi = 0. 
Eliminirt man aus den beiden letzten }gj, so erhält man nach 
Art. 29, ni), 6s. h 



also 



821 — w~ all' 
-^11 



Eliminirt man jgj, so erhält man nach Art. 29, t^, ftg 



also 



831 — 



^ 



in 9 



u. s. w., und man erhält so die Gleichmigen: 



iii = 
821 = 

J12 ==" 
822 "== 
832 "== 



9iri I>'n + ^2»-8 ^'12 + ^3 »8 ^'13 



91^1 D'n + g^r^ I>\^ + ^3r3 Z>',3 



-p ' ^;2i 

^i»*i J^'21 +5'2*'2 ^'22 + 9^r^ ^'23 
2) • 7/,, 






5^1 n ^'21 + ^2^2 ^'22 + ö's^s ^'23 

*^^ " 5^1 ^1 ^'si + 5^2 ^2 ^'32 + ^3^3 ^'33 

1 _ B'B\^ 

023 



5^1 n ^'si + 5^2 ^2 -P'32 + ö'8^3 B\ 

. B ' B\, ^ 

^^^ !7in B\^ + ^jr, D'32 + 5^8 ^3 -^'33 * 

Setzt man hier für g^^r^, g^r.^^ g^r^ aus Art. 26, 26) ihre Werthe 
ein, so wird der Nenner aller j;ti nach Art. 09, VI), a. X^' F3' -D, 
der Nenner aller j^ nach 6. Xg'Yi'-Z), der aller ^j^ hach c. 
X^'Y^JD. Man erhält also als 
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Coordinaten von g^: 

an x 'T' ' 
Coordinaten von g^i 

012 X ' T ' ' 

Coordinaten von ^g': 
äi3 



^21 



^'la 



81 



^23 



x,'r/' 






2)', 



x/r." 






36) 



Die Gleicliimgen des Pols von Qi, g^, g^ lauten nun nach 
Art. 45 

a. £ . ^.-=^, ii i- ^ Y 'y-' 



^/ Ta 



^2 ^3 



+ ^13 -^11 1 ^3-^1 8 "T ^83 -^13 i A. 
2 J^^'^ •> — <>, 

*• ^ X7T7 ^i^'' xTTT *ä 

+ ^13 -^21 "r^23 -^22"'r ^ 33 -^23 - A, 

^3 -*■! 
9 ^U -P 3 1 ~r ^ 1 2 -^ 32 r ^1 3 -^ 83 > _1_ O ^12 -^81 "T ^22 -^ 32 4" ^23 -^ 83 - 

+ ^8 -^81 "1^23 - ^32 1^38 -^ Ss' -, A 
^ ^^Y~' 93 — ^^• 

-^1-^2 , ' 

Reducirt man diese auf die Normalform und vergleicht die 
Gleichung a, 6, c in 46) bezüglich mit a, 6, c in 26), welchen 
man auch die Form geben kann: • 

«• 7) • Ai äi + TT * Ai 82 + D • Ai 53 = 



46) 



2) ^11 öl ^^ 2) -^21 Ö2 F J) 

^' 5^ * A2 äi + ;ö * A2 82 + ^ • Ai 



ä3 = o 



^- ^ • A3 äi + 5" * A3 82 + ;^ • A3 h = ^ 
und schreibt für das D im Nenner in a. D^^ + -D21 + Ai? 
in 6. i)i2 + A2'+A2; in ^- A3 + A3 + A3> so erhält 
man mit Vertauschung der deutschen und lateinischen Buch- 
staben dieselben Gleichungen wie in 5a), und findet ganz wie 
bisher als Gleichung des Kegelschnitts, wenn auch hier \, ig? ^3 
unbestimmte Constante bezeichnen: 

oder 
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+ (cu ^« + c« xr„ + c„ zr„ .] i» = 0- 

Es Tenchwinden also auch hier die mit JiJ^, JiJis, ijis 1*^ 
hafteten Glieder. 

Uebrigens überzeugt man sich aoch hier leicht, dass die 
Coe£Bcienten- Summe der neuen Gleichung dieselbe ist, wie 
die der ursprii nglichen, falls die neue Gleichung durch keinen 
Factor erweitert oder gekürzt worden ist. Denn addirt man 
die CoefiBcienten in 7a) und nennt die Summe S, so eihalt man 

+ (»'« + ^'n + 35«) c« + (5)'u + ® a + ® '«) «u 
+ (r« + S)'« + 5t'„) c., + (2)'., + 2)'« + 3)V^ c« 

oder nach Art 29, I), a/, 64', q' 

oder 

Ä = Cii + 2c,2 + 2^13 + Ca + 2c23 + c„. 

Ein Gleiches geht auch aus 76) hervor. 

57. Soll die orthogonale Eegelschnittsgleichung F{x,i/)=0, 
3f (?; 9) = in eine homogene auf ein sich selbst conjugirtes 
* Dreieck bezogene transformirt werden, so kann dies auf zwei 
yerschiedene Arten geschehen: 

Um nämlich die Aufgabe zunächst für JF = zu losen, 
kann man 1) die gegebene Gleichung F =0 nach Art 47 
auf ein beliebiges Dreiseit, dessen Seiten die Coordinaten it, })t 
haben, und die so erhaltene Gleichung dann nach Art 56 
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auf ein sich selbst conjugirtes Dreieck, dessen Seiten die 
Coordinaten ji, ^i haben, transformiren. Man hat also zu- 
nächst nach Art. 47, la) die Werthe von c^^, c^g, etc. aufzu- 
stellen, und diese Werthe dann in die Gleichung Art. 56, la) 
einzusetzen, welche zu diesem Zwecke in der Form geschrieben 
werden ^11: 

+ 1^ • [^U ^'Sl + C,, (®'„ + S)'3,) + C,s (®'3i + ©'33) 
+ C22 S)« + <'2S (®'82 + S)'3s) + ft« ©'3 J «3* = 0. 

Heisst der Coefficient von «i*, j?g*, ^6(3* bezüglich Cj, c^, e^, und 
ordnet man nach den Coefficienten «n, <*i2> <*is> ^^- ^^^ ^^' 
sprttnglichen Gleichung, so erscheinen die Grossen c^, €2,(13 
unter der Form 

Ci = ^ • [«u-Z*^ii' +«12-^^12' +«i»-?i^is' +«22-^22' +«23-^23' +as3-Z*'ss' ]; 

C2 == ^ • [«n-Z^u" +«12-^12" +«is-^is" +«22-^22" +«23-^23" +033-^88"]; 

<^ == -^ • [«11 ^n" + «12 -^12'" + 0,3 iV,s"' + flgg J^gg'" + «üj JVjg'" + Ojs JVjj'"] . 

Nun ist offenbar * 

+ (Xi - h)(h-h)^\i + (El - J2)(E2 - E3)®'ts + ih-hT^'u 
+ ih -Ei)(Ei - hWu + fe-Ei)(Ei - £2)®'» + (& - E2)*®'i3 ) 

= -|j • { (E2 — Es) S)'u [{h — h) + fe - El) + (El - E2)] 
+ (Ej - El) S)'i2 [(E2 - E3) + (Es - El) + (El - E2)] 
+ (El — E2) ®'i3 [(E« - E3) + (E3 - El) + (El - E2)] ) . 

= 
nach Art. 27, 2a), a). 
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Ferner ist 

N\, ^- ((9*-9»)®'u [fe-E,) + (&-Jt) + (Ei-E2)'] 

+ (^8 - 9i) S5',g [(?, - E,) + (Es - El) + (El - h)] 
+ (9i - 9») 2)'is [(E2 - Es) + (Es - El) + (Ei -E«)] 
+ (E« - Es) S^'i, [(^«-^s) + (9»-9.) +<^i-9*)] 
+ (Es - El) S)'i2 [(9, - %) + (9s-9i) + (9i -^s)] • 
+ (El - E«*) ®'xs [(^2 - ^s) + (9s - 9i) + (9i - 9*)] } 
also auch 

Femer ist 

^'is = i- jX.2),S)'u[(E.-Es) + (Es-9i) + (Ei-E3)3 
+ ^sdi ®'i. Kh - Es) + (Es - El) + (El - E.)] 
+ Xi?)» ®'is [(E2 - Es) + (Es - El) + (El - Es)] 
+ (E* - Es) 2)'ii [X,2)3 + Xsdi + 3^1 DJ 
+ (Es - El) S)'i2 [X^Ds + 3e,2)i + Xig),] 
+ (El - &) ®'is [3£2?)s + XsDi + X1D2]) . 

= |t • [(h - Es) ®'ii + (Es - El) ®'i2 + (El - E2) ®'is] 
oder nach Art. 29, VII), a^ 

•" 18 °°= "^ * (E2 Es ) '^ (E2 Es )• 

N'^ ergiebt sich sofort, da es aus den ^ ebenso entsteht wie 
N\i aus den j; es ist also 

N',, = 0. 
Desgleichen entsteht ^'23 ebenso aus den ^, wie N\g aus 
den E) Qur hat es das Minuszeichen; es ist daher 

-ZV,3 = - 1; . (W - 9s') = - (9/ - 9s'> 
Endlich ist ♦ 

^88 •= ^ • [^2% ^\l [XsDs + ^sdl + X1D2] 
+ 3£32)i2)'i,[X2?)8 + 3E32)l+Xi?)2] 

= -^-[3E,Ds®'ii + 3EsDiS)'i, + 3E,g)2S)'is] • 
also nach Art. 29, VI), a. 
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-" S8 J)« • *2 »3 *2 ÖS • 

Die Coefficienten N" gehen aus den-N'' dadurch hervor, dass 
an den 3)' der erste Index je um 1 erhöht wird, und ebenso 
entstehen die N"' aus den N". Man hat daher nach Art. 29, 
VII) und VI) 

N,r = 0; N,,'" = 0; N,,'" = (j/ - ?,')•, 2^,,'" = 0; 
Es lautet demnach die transformirte Gleichung: 

^ • [«18 ih' — Es') — «23 0)i -^ ^s') + «83 ^Ea'Ds'J «1* 
+ ^-[«,8(E3'-El')-««.(W-9l') + «88X8'?)l']V [1«) 

+ ^ • [«13 (El' - h') - «28 (9/ - 9/) + «33 Xi'g)/] «3' = 0; 

und ebenso erhält man, wenn man auf gleiche Weise {5(E> 9) = 
auf ein sich selbst conjugirtes Dreieck transformirt, 

+ -ir • [fli3 (^2 — O - fläs (y/ - Vb) + Oss ^' '^s] Ji* 

+ ;5' • [«13 « — a;/) — <h3 iVs — vi) + «SS ^3' ^1'] »2^ 16) 

+ ^-[fll3(^l'-^2')-a28(yi'-y2') + a38Xl'3"2']ä3' = 0. 

Diese Gleichungen haben das Eigenthümliche, dass in ihnen 
die Coefficienten a^^, a^^i ^22*? ^11? ^12? ^2 &^ nicht mehr vor- 
kommen, obschon bei orthogonalen Punkt-Coordinaten diese 
Coefficienten die Partial-Determinante J.33, und mithin nach 
Art. 15 wesentlich die Gestalt der Curve bestimmen. 

Man kann jedoch 2) auch so verfahren: Man bestimmt 
erst die Coordinaten der Seiten oder Ecken des sich selbst 
conjugirten Dreiseits oder Dreiecks, und transformirt dann 
die Gleichungen F{x^ y) = 0,^ (j, ^) = auf dasselbe. Heissen 
nun, um wieder den Fall der Transformation von F(orj y) zu 
behandeln, die Coordinaten der Seiten des sich selbst con- 
jugirten Dreiseits j*, 5*, sind also ihre Gleichungen die in 
Art. 21, \a) gegebenen, so müssen die Coordinaten der Ecken 
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des Dreiseits Art. 21, 2a) identisch sein mit den Coordinaten 
des Poles je von gug^yg^> Man hat also nach Art 19, la) 
und Art. 21, 2a) die Beziehungen (vergl. Art 12). 

& — ?!_. Al_5«+As1»JIj^i8. ^ — ^1 ^^ Aä^+^gg— ^8 . 

gl — g» __ ^11 >>8 + -^i8g8 — -^1 8. ^1 — ^ _^ ^H^+^8gs— As 

3Slä A8^+A8g8-A8' 3^182 A,^+As5,-A,' 

Hieraus folgt sogleich 
^ ^ ^\\ ^1 4" -^12 gl As X m . u u Aa ^1 "h Ai gl As Y Ort . 

Man sieht aus diesen Gleichungen dass, was auch Yon selbst 
einleuchtend ist, nicht alle drei g und alle drei ^ beliebig 
sein können, dass vielmehr, wenn zwei J und zwei ^ will- 
kürlich angenommen sind, das dritte g und das dritte Q durch 
sie bestimmt ist. Denn, aus den beiden ersten Gleichungen 
von 3a) lässt sich g^, 5^, aus den beiden mittleren gg» 92? ^^^ 
. den beiden letzten gj, ^g je durch die zwei übrigen g und die 
zwei übrigen ^ ausdrücken. Es folgt nämlich aus den beiden 
ersten Gleichungen in 3a), nämlich aus der ersten Gleichung 
links und rechts: 

[^3 (S2 - &) - Al 3^2 2)3] 9i + [^23 (S2 - h) - ^12 %^%'\ Sl 

~— — -^33 V c2 "~* CS/ ~~" "^^^13 2 C'S ) 

[^,8 (^, - y + A,^ n,%-\ ^1 + [^i« (^, - y + ^, X2D3] El 

= ^33 (^2 - y + ^28 3E2D3; 

folglich 

\.\Al%-^ — -^31-^««) *2c)s (& Es) (-^31-^12 -^3-^n) *2»3 (9» ^3) 

« - (^m4.s - ^»*) 3^2)3 (S2 - Xs) + (-4234)1 - AiA») ^i% (^2 — 9») 

(-^12-^23 -^31-422) *2£'3 ? 

[(^,g^8 - 4)1 ^2) SEaDs (X2 - Es) — (^31^12 - ^234l) SEsDs (^2 " ^3) 

+ (^a4>2- 42') 3^22)3*] El 

= — (^3^, - 42^«,) XjDs (?j - Es) + U334l ~ 4l*) ^i% % - y 

(4l42 48s4l) *2£'S 5 
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oder nach Division mit X2D3 und mit Berücksichtigung von 
Art. 12, 10a) 

Kl ^ (h — h) — ^2S ^ (^2 — y + «33 ^ • 3^2 1)3] t)i 
= — [«11 ^ (r2 - ?3) - «12 ^ (^2 — %) + «31 ^ • ^2%]l 

[«31 -4 (?2 — h) — «23 ^ (t)2 — ^3) + «33 ^ • 3^2 ^3] El 
= — [«12 .4 (J2 — E3) — «22 ^ (^2 — ^3) + «23 ^ • 3^2 ^3]; 

also nach Division mit Ä 

«11 (h — h) — «12 (^2 - ^3) + «13 3^2 ?)s 



9l = ~ 

Ei = ~ 



«18 fe — Xs) • 
«12 (£2 — gs) ■ 



«28 ^2—^3) + «38*3£2?)3 ' 
«22 (^2-y + «23 ^2% . 



«13 (X2 — £3) - «23 % — ^3) + «33 3^2 S3 



ebenso ^2 = ~ ^-^ ^ -£i) -- «12 fta - y + «13 | 3_|i 

^^ «13 (?3 - h) - «23 (^3 — ^1) + «33 3^3 Sl ' 



E3 = - 



«12 fes — £l) - « 2 2 (^3 — ^l) + «23 3^3 ? )l . 
El) — «28 (^3-^l) + «33 3^3 ?)l ' 



«13 (Es 

«11 (El 



• E2) — «12 (^1 



«18 (El — E2) — «23 (^1 



y + «13 3gig), . 
■y + «33 3^11)2 ' 



«12 (El ~ E2) — «22 (^1 — ^2) + «23 3g, ? ), 
«18 (El — E2) — «28 (^1 — ^2) + «88 3^1 82 



4a) 



Aus diesen Gleichungen also bestimmt sich, wenn zwei Paare^ 
von J,t) willkürlich angenommen sind, das dritte Paar. Nun* 
setze man die Werthe aus 3a) in die Transformationsformeln 
Art. 47, la) ein, so erhält man, wenn man den Ausdruck 
für Cji in der Form 

• ^11 = (?2 - h) [«11 fe - h) - «12 (^2 — %) + «13 ^2%] \ 

- (92 - t)3) [«12 (?2 - h) - «22 (t)2 " ^3) + «23 3^2 ^3] 
+ ^2% [«13 (?2 - h) - «23 (^2 - 93) + «33 3^2 Ss] 

schreibt, folgendes Resultat: 
^ 1 ( -^11 ^1 + A2 El ~- As y cn f/T 

^11 -^. • U.8^1 + AsEl - As ' *^^^ * L"^^^ 



+ «12 



A2 ^1 "h A2 El A 



Ai ^1+^ 2 El —As 

^18 ^1 + As El — -^33 
^2% + «13 • ^2^3] 



*2e/3 



Asi?i H-AsEi — ^ 
I -^12 ^1 + A2 El — As . y 2) . f/r . Ai ^1 + A2 El — ^1 
As ^1 + As El — As L -^13 ^1 + As El — A 

A2 ^1 +A2 El - ^ 



+ «: 



28 



+ «2! 



As ^1 4" As El A3 

+ 3^2 ?)8 • [«13 
-^12 ^1 I -^22 El '^~ As 



As ^1 + As El 

WxissxNBORN, anal. Geometrie. 



3£2?)3 + «23'3E2?)3] 

Ai^i + A 2 Ei — A3 . 

-^13 ^1 + As El — -^33 
^2 c/3 ~r «33 * ^2 C/3 J J 

15 



*;d3 



^2d. 
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+ «12 (A2 9l + ^22 ?1 — -^23) + 0^13 (^13 ^1 + ^23 El — ^3)] 

+ öjg (^ij 9i + ^2 El — A^) -\- O23 (-^13 9i ~l~ -^$ El -^8s)J 
+ xnrXt'^X" ' ^2?>8* • ["18 (^" ^1 + ^1« 5i ~ -^1») 

+ «28 (Ai 9l + A2 El — 4(8) + «88 (-^13 9l + ^ El — ^s)] ) 
"r («11 -^12 4" «1! -^22 "T «18 -^23) El («11 -^1 3 "r «12-^3 "T «18 -^Ss) J 

+ (a^g -4^2 + 0^22 -4^2 + «23 -^23) El («12 -^13 l" «22 -^23 "T «23 -^33)J 

+ (öi3-4i2 + «28-^22 + «83-^23) El («13-^13 + «23-^23 "i'«8S-^38)j j • 

Nun ist in der ersten Klammer das erste, in der zweiten das 
^ zweite, in der dritten das dritte Glied gleich Ä, alle übrigen 
sind Null. Man hat also: 

oder, wenn man für die Brüche in der Klammer ihre Werthe 
aus 2a) einsetzt, 

'^a — S« A,^.+A3li-A, LX?)b '' 3e,D. *' J 

= - i • 3;;d^.^iÄ; • ^ • [X1S2 + 3e.D3 + ««gij 

= _i ^^äJ*» ^.3) 

oder endlich 



3) -4,3^, +^[23?!—^ 



33 
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Da nach Art. 47 Cgg.und Cgg durch Fortschieben der Indices 
an allen deutschen Buchstaben entstehen, und dasselbe in 
den Gleichungen 2a), 3a) stattfindet, braucht man, um C22, ^33 
zu bekommen, im Werthe für c^ nur ein Gleiches zu thun. 
Schreibt man den Ausdruck für c^g in Art. 47, la) in 
der Form 

^12 = ^ • j (E2 - h) Kl (h — Jl) — «12 (93 - 9l) + «13 3^3 ?)l] 
— (t|2 — 93) [«12 fe - El) — «22 (t|3 — t|i) + «23 3^3 ?)l] 
+ 3^2 ?)3 t«13 (h — Sl) — «23 (^3 — 9i) + «33 ^sVi] ] 

SO erhält man durch Einsetzen der Werthe aus 3a) auf die- 
selbe Weise wie bisher: 

^12 = ^ • I Ä;;^+Ä^i;^=:Ä,, • ^3 ?)i • [(«n Ai + «12 A2 + «13 ^13) 92 

I («11 -^12 "r «12 -^22 1 «13 -^23) E2 («u -^13 "r «12 -^23 "r «13 -^ss)! 

"~ a\ I'7r~^ ' ^3?)l • [(«12 ^11 + «22 ^12 + «23 ^13) ^2 

I («12 -^12 r «22 -^22 I «23 -^23) S2 («12 -^13 "T «22 -^23 1 «23 -^33)1 

+ 2~^" 4-?r -^ • ^3?)l • [(«13 Al + «23 ^12 + «33 ^13) ^2 
-^13y2T^^23t2 -^33 •- 

+ («13 -^12 4" «23 -^22 + «33 -^23) E2 («13 -^13 "T «23 -^23 1 «33 -^SS/J J 

oder also, da der erste, zweite, dritte Coefficient bezüglich in 
der ersten, zweiten, dritten Klammer gleich A, alle übrigen 
Null sind, 

_ 1 3^3 g). . 



^■ÄSwSji.-^-'-fr?''-*'?''] 



also C12 = 0- 

Nach der oben gemachten Bemerkung über das Fortrücken 

der Stellenzeiger ist daher auch C23 = 0, und c^^ =• c^g == 0, 

wie es nach Art. 56 sein muss. Man erhält demnach als 

Gleichung: 

^^ A ?2?3 ,-2 "^ ^Vi „2 

2) ^,8 9l+^28Jl--^33 ^ ^ AB^2+Ä3h-As^^ 

15* 
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Diese Gleichung erscheint auf den ersten Anblick von 
der oben la) aufgestellten völlig verschieden, bei genauerer 
Betrachtung aber ergiebt sich, dass beide Resultate, la) und 
5a) identisch sind. Bei einer Vergleichung beider sind jedoch 
die gestrichenen Buchstaben in la), 2)',ji,öi mit ungestrichenen 
®, Ja, t)k zu vertauschen, weil bei der Ableitung der Gleichung 
5a) vorausgesetzt war, dass die Coordinaten der Seiten des 
sich selbst conjugirten Dreiecks J*, tj* sein sollten (während 
bei la) in Folge der dort vorausgesetzten zweimaligen 
Transformation, erst auf ein Dreiseit j*, t)k^ dann auf ein 
Dreiseit ji, \)k diese Coordinaten eben ji, t)k genannt worden 
waren). Berücksichtigt man dieses, so hat man nach 3a) 

• [«13 (Al 9l+^12 tl—A 3)+%3 (^12 9l+^2 Jl-^23)+»33 (^3 ^1+^23 Jl"^)] 

' |_(^13-^l l+^23-'^12+^33-^l 3) 9l ■*■ («13-^12+«23-^22'^33^23) El "" (^13'^13+^23-^23"'^33^33) | 

_ ^ ^2Vs 



-^ • [^13 fe - El) - «23 (^3 - 9l) + «33 3^3 ?)l] = ^ ' 3;^ 



5) Aa^i+^^sJi-^s' 



2) L-13Vft3 tu -23VV3 VIJ . -33 ^3 ^1 J ^ A,,r^,+ A.a.- A,, 

•L^13(-^1i92+-^12E2~^13)4'«23(-^12 92+-422E2~^23)+«33(^13 92+-^23E2~^^^ 

_i_. _^ ^Vi 

• |^(ai3-dii+a23-^12'+^33-^13)92 + («13"'*12~^«23-^22+«33-^23)E2 ~ («13-^13+«23-^23"*'«33-^33)J 

3) A3^2+^23Ji-^33' 
i-[ai3(Ei-E2)-«23(9l-92) + «33 3ei9j = i-5^^ 

• [«13 (^11 ^3+^12 E3— -^13)+«23 (^12 ^3+^22 E3-^23)+«33 (^3 ^3+^3S3- A^s)] 

_ 1 3g,?), 



3) As ^3 + ^23 Es — ^33 
• ^{Pl^A.ii-Hl23^12^0^3S^ls) ^3 + («1 3^12~'^23-'^22"^«33-^23) E3 "" («13-^13"^3-^3+«33-^33)J 

Es sind also beide Formen ki), 5a) identisch. Wenn man 
sie auf die einfachste Form bringt, lauten sie 
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Ks (h — h) ■— «23 (^2 — ^3) + «33 3^2 2)3] ^1^ 
+ [«13 fe — El) — «23 (^3 — 9l) + «33 SsSi] ^2^ 

+ [«13 (El — E2) — «23 (9i — ^2) + «33 3^1 2)2] ^3' = 0; 

3^2?)» «-2 1 3^3 ^1 2 



+ 






-^IS^l +-^23?! — -^88 -^13^2+-^23Ja -^83 



6a) 



7a) 



Xa 



X2 Yq 

Xa X, 



und diese sind ebenfalls identisch. 

Man überzeugt sich auf dieselbe Weise, dass, wenn bei 
der Transformation der Gleichung g (j, ^) = das neue Dreieck 
sich selbst conjugirt, also die Seiten des Dreiecks die Polaren 
der gegenüberliegenden Ecken sein sollen, nach Art. 21, 2&) 
zwischen den Coordinaten der Ecken die Gleichungen statt 
haben müssen: 

x,Y, ^^syi + %s^i-%s' 

_ Vz — Vi ^ ^12 2/2+^22^2 — ^3 . 

^.^1 51,8 2/2 + 51,3^2-5138' 

2/1—2/2 _ 5ti2 2/3 + 5C22 a?8 — 51,3 , 



^8 



51,8 2/1 +51,3 ^1-5^33' 
5ln2/2 + 5l,.a:,-S(,3. 



^S^^l 51,3 2/2+51,8^2-5183' 

X,Y, 51,3 2/8 + 51.8 ^8 --'5t38' 

oder: 



x,r. 



»2/3 + 5123^3-5(33' 



26)' 



^ __^ _ 5l,ty,+5ti2a;,-^8 v tt . ,/ _./ _ 51,^^,+^ ,^^,— $1,3 ^ ^ ^ 
^ ^3-51,82/, +51^3^1 -5138^^^'^^ ^^~ 5l,32/;+5l,3X-5l33'^2^^' 



Xo X* 



!luJ/«+Sl.,a;,-9t„ 



«3/1 — •3/9*=* 



«ny,+St.2«3-5tti 



^3 -»^1,^3 yi- si;;^^+iLA-9i33*^^' 



^•Xjrg; y,-^2 = 



3ll»y3+«i2«3— 5 



.x,r,. 



I3y3 + 2l,3a:3-a33 * *' ^* "^ ^ 8l,3ya + 9t.3«3- 

Femer finden zwischen den Coordinaten des Dreiecks die 
Gleichungen statt: 



Vi = 
Vi = 

X^ = 
^3 = 



a„ {x^ 
a,8 (^2 

ja^2 (a;a — 0:3) — g^a (2/, 
0,3 {x^ 



^s ) - Q 18 (2/2 - 2/3) + Ql3 -^ 2 ^5 

^3) 

^3) 



Ö23 (^2 — 2/3) + «33 
2/3) + Q23 



^2 ^3 



^2 ^3 



J — ^3) - 



-^1) 



O28 (2/2 

Q12 (2/s • 



■ Vz) + <l83 
• 2/1) + 0,3 



^8 3^1 



<ll8 te ■ 
«12 (^3 ■ 






«23 (2/3 • 
«22 (2/8 ■ 



• 2/1) + 033 
■2/1) + Q28 



^8 3^1 

^8 3^1 



(a?3 — a;,) — 



Oll (^1 



^1) 



O23 (2/3 
O12 (2/1 " 



■yi) + 033 

•2/2) + Ol3 



^8 3^1 

X,Y, 



0,8 {X^ X2) 

Ol 2 (^1 — ^2)- 



- O23 (2/1 — 2/2) + O33 ^1 5^2 
— O22 (2/1 — 2/2) + O23 -^1 ^2 



{Xi — x^) — O23 (y, — 2/,) + O33 X, Yj 



46) 



3&) 
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Man findet dann die Gleichung 

Ä -^1 ^» 1 2 _= ^A 

Die auf die einfachsten Formen gebrachten Gleichungen 16), 
56) lauten 

[«13 («2 — ^3) — «23 (ifi — ys) + «33 -^2 ^^sJ Jl* 
+ [«13 (a?3 — Ä^l) — «28 (^3 — Vi) + «33 ^3 ^^l] fe" 

+ [«13 («1 - «2) — «23 (yi - ^2) + «33 ^1 5^2] J3* = 0; 66) 

. .31,32/1+^23^,-^33 '*' '^^i3yr+ie;^7^=^'*' 

und sind ebenfalls, wie Ih) .und 56) identisch. 

Aus 4a), 46) ist zugleich ersichtlich, dass, wenn auch in 
la), 16) die Coefficienten «u, «22? ^12? ^ii> %j ^12 nicht vor- 
kommen, dennoch die Coefficienten von 0k^,^k^ indirekt von 
ihnen abhängen, da sich aus zwei Paaren der l,t)]X,y das 
dritte Paar mit Hilfe aller Coefficienten a,a bestimmt. 

58. Die Durchschnittspunkte der Gegenseiten eines einem 
Kegelschnitte eingeschriebenen Sechsseits liegen auf einer 
und defsell:;en Geraden. (Pascal'scher Satz.) 

Die Verbindungsgeraden der Gegenecken eines einem 
Kegelschnitte umgeschriebenen Sechsecks schneiden sich in 
einem und demselben Punkte. (Brianchon'scher Satz.) 

Um den ersten Satz zu beweisen hat man Folgendes zu 
bedenken: Geht ein Kegelschnitt f(/i,^27^3)'^^ durch eine 
Ecke, z. B. Gl, des Dreiseits, so ist c^^ =^ 0. Denn die 
Coofdinaten von G^ müssen dann der Kegelschnittsgleichung 
genügen; diese Coordinaten sind aber 

^1=^; ^2 = 0; ^3 = 0. 

Durch Einsetzen dieser Werthe in die Kegelschnittsgkichung 
erhält man 
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®a^i + | 


• ®21 ^2 + f 


• ®3i ^8 = 0; 


S>i2 ^1 + § 


•®22«2 + i 


•.5>32 ^3 == 0-, 


®is^i + § 


•®23^2+| 


• ®33 ^3 = 0; 



Art. 58.] , — 231 — 

Da nun -^ nicht Null ist, muss q^ = sein. Ebenso muss, 

wenn der Kegelschnitt durch ög, G^ geht, bezüglich C22, C33 
Null seiu. Es lautet also die Gleichung des Kegelschnitts, 
der dem Dreiseit umgeschrieben, oder dem das Dreiseit ein- 
geschrieben ist, 

^12^1^2 + ^13^1^3 + ^23^2^3 = 0. 

Nimmt man ein solches Dreiseit g^ g,^ g^ als das ursprüngliche 
an, und transformirt die Kegelschnittsgleichung auf ein anderes, 
ebenfalls dem Kegelschnitt eingeschriebenes Dreiseit-^/ ^2' ^3', 
dessen Seiten, bezogen auf das ursprüngliche, und in Normal- 
form, die Gleichungen haben (vergl. Art. 56, 2a) 

B 

93 — ^ 

so hat man in den Formeln Art. 53, la) c^ = C22 = ^33 = 
zu setzen. Da nun auch das neue Dlreiseit dem Kegelschnitt 
eingeschrieben sein soll, müssen die Coefficienten c^/, Cgg', C33' 
Null sein. Es müssen also die Gleichungen bestehen 

^12 ® n2)'l2 + ^13 ® u5)'l3 + ^23 ®'l^®'l3 = 0; 

, ^12 ®'21®'22 + ^13 S)'2i2)'23 + ^23 S^'22S^'23 = 0; 

Ci2 ®'3lS)'32 + ^3 S)'3lS)'33 + ^23 2)'32®'33 = 0. 

Mithin muss die Determinante Null sein, also 
^'n^'n ^'n'^'u ^'i.'^'u 

'^ 21 '^ 22 ^ 21 '^ 23 '^ 22 '^ 2; 
••®'31®'32 ®'3l3).'33 ®'32®'3S 

Verbindet man nun die Ecken . G^, (rg, Ö3 des ursprünglichen 
mit den Ecken G^^ G^ G^ des neuen Dreiseits zu einem Sechs - 
seit G^Gi G2G2 G^G^\ so sind 

G,G,' und G^'G, 

Gl G2 und GqG^ 

G2G2 und G^'Gi 
je ein Paar gegenüberliegende Seiten. Nun sind 



= 0. ia) 
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[Art. 68. 



die Coordioaten von G, 



\ 



0; 0; 
^« 0; 



E = 



die Coordinaten von G^ 0; 

'* h 
die Coordinaten von G^ 0; 0; -^; 

und die Coordinaten von G^, G^, G^ haben die in Art. 56, 3a) 
angegebenen Werthe. Nimmt man in Art. 32 für P^ den 
Pmikt G^, für Pg den Punkt G/, so ist das dortige E: 

1 1 1 I 

t" 

ae^'Ss' C'"?); x/?),' 

oder, wenn man nach Art. 20, 3a), 5a) 

setzt, 

Man hat also nach Art. 32, la) als Gleichung von Gy^G^ 






S)'l3 ^2 + 



S)'l2 % = 0. 



*' 12 *^ IS *' 12 *; ,3 

Auf dieselbe Weise finden sich die übrigen Gleichungen. 
Man hat demnach in Normalform die Gleichungen: 

G^G^^^ — 



B 



B 



3)', 



"^ 



G^G^^- — 






*' 81 *' 82 



6^26^2' 



G/Gi 



B 



3), 3 -3)',, 



D 



3)'. 



^ 






3)'22-3)'2i 



®'i3 ^1 + 5V— n Wi: 



®n-2)',3' 



^'32 ^1 ■+• 07 



3)'31 - 3)'3, 



*^ 23 ^1 3)' _3N' 

*' 23 *^ 2: 

c^f B 

'^ 33 ^2 W~^^W~ 

*' aa *' a< 



®\s 


^S 


=- 


0; 


®'« 


«2 


= 


0; 


»u 


^S 


= 


0; 


®'31 


^2 


= 


0; 


®'n 


^3 


== 


0; 


2)'32 


^3 


= 


0. 



t) 



Um nun die Coordinaten % des Durchschnittspunktes der 
Geraden G^G^,G^G^ nach Art. 33, la) zu finden, hat man 
zu beachten, dass z. B. in der Gleichung für G^G^ 
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B 



2)' 



12 *^ 13 



-D • %\.. 



""^^" *- - - i.%\.-'^\.)9.r. 

ist; man hat also die Coefficienten jedes Sk noch mit QkTk zu 
dividiren. Bezeichnet man nun die Coordinaten des Durch- 
schnittspunktes von Gy^G^ und6r2'(T3 mit %, die des Durch- 
schnittspunktes von -6r/ (3^2 und (rgfrg' mit %, die des Durch- 
schnittspunktes von G^G^ und G^G^ mit ^^^3, so findet man 
nach Art. 33, la) 



^11 ^'12 ^'21 ö'in + 5)''l25)'22 .^,^2 -f 2)'i3 2)^22 9^r^ 
B ' 2)'i23)'22 



^91 = 



^^ ®'l2^'21 ^in + 2)'l2 3)'22 ^2^-2 + 3)',3 3)'22 ^3^3 



^31 %\^%\^ 9,r, + t'i;ä)'22 5^2 ^'2 + ®'l3 2)'22 ^8^ 



^19 = 



^•^n^V 



'^^ 3)'n2)'31 ^in + 2) n3)'32 5^2 ^2 + 2)',3^'31 ^3^8 

•P'^\l^^32 



^22 S)'ii 3)'3i ^1 n + 3) n 3)'32 ^2 ^2 + ®'l3 ^'Sl 5^3 ^^ 

^«9 = 



j^ - ^\3^^1 



. _ D.3)'2i3)'33 



^^ 3)'2i2)'33 ^r^ri + 5D'23 3)'32>2^2 + ^'23 ^'33 5^3 ^3 
^'^^23^^32 



^23 3)'21®'33 5^1 n + ^'23 2)'32 5^2 ^2 + "^'^^"^^Z 9^'^^ 

B ' ^'23 ^'33 

^33 — 5D'2i2)'33 fl^in + ®'23 3)'32 5^2 ^2 + ^^'23"^',^ g^r^ ' 

Bezeichnet man die Nenner in den Werthen für %,%;% 
bezüglich mit N^jN^^N^^ so hat man also 

^n = ^-®'2i-®'i2; % = ^-2)'i2-®'22; % = |;'®'22-®\3; 

^12 *=^ J^ * ® U * '^ 31 5 % = ;^ • '^ 11 * ® 32 5 % = ^ • '^ 31 * ^ 13 5 
^13 "^^ "TÜ^ • "^ 21 * *^ 33 5 ^23 ^^ "tv^ * -^ 32 * '^ 23 5 % ^^ JÜ^ ' -^ 23 * "^ 33* 



JV3 "^21 --33? ^-23 JV, 

Weissenborn , anal. Geometrie. 



15** 
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Sollen nun die drei Durclischnittspunkte von G^G^ und G^G^^] 
G^G^ .und G^G^\ G2G2 und G^'G^^ auf einer und derselben 
Geraden 

liegen, so müss sein 

^inäl^ll +^2*'2ä2% +//3^3&'2^31 =0; 
^1^1*1^12 + ^2^2*2% + i73^3J3^32 = «5 
ßl^lhl^l^ + 92^2h^23 + ^3^3ä3% = ^' 

Es muss also 

^1 1 ^91 ^S" 



^11 -^21 ^^31 
^12 % ^32 
•^13 ^23 ^33 



= 



sein, oder, da -7v'~7V'lV~ ^^^^* ^^^^ ^^*; ^^ muss sein 

lS5'.iS)',, ®'i.®'^ 3)'.^®',a! 



Diese Determinante ist .aber identisch mit der in la) aufge- 
stellten, denn beide liefern, entwickelt, 

®'li®'2lS)'l2®'322)'23®'33 " ^^l ^^31 ®'l2®'32®'l3S)'23 

+ ®'2i®'3i®'l2S)'22S)'i3 2)'33 
- ® n®'3lS)'i2®'22®'23S)'33 + ^ U 2)'3l ®'22®'32®'l3®'23 

Da nun die Determinante in la) Null ist, muss dies auch 
mit der in 2a) der Fall sein, und mithin liegen die Durch- 
schnittspunkte der Gegenseiten des Sechsseits auf einer und 
derselben Geraden. 

Im zweiten Falle überzeugt man sich ebenso, dass, wenn 
das Dreieck dem Kegelschnitt umgeschrieben ist, die Gleichung 
desselben die Form hat 

^nhih + ^vdiih + ^23 52^3 =^ ^; 
und. dass, wenn diese Gleichung auf ein anderes, ebenfalls 
dem Kegelschnitt umgeschriebenes Dreieck" transformirt wird, 
die Gleichung gelten muss 
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jy^,D\^ B\,iy,^'i)\,D' 



B\,iy,, D',,iy,, 



12-^ 13 
-D 22 ^ 23 



D'D', 



7)' 7)' r>' T)' 



= 0. 



1&) 



Bezeichnet man mit g^g^ 5ie von den Seiten ^i,^/ des Sechs- 
ecks gebildete Ecke, so sind 

9i9i und g^g^ 
9i92 und ^3^3' 
929^ und ^3 Vi 

je ein Paar gegenüberliegende Ecken. Nun sind 

\ 



die Coordinaten von g^ -7-; O5 0; 
die Coordinaten von g^ 0; 
die Coordinaten von g.^ 0; 



i^. 



0; 



0; 



die Coordinaten von <Ji,gi,gi haben die in Art. 56, 36) an- 
gegebenen Werthe. Nimmt ' man nun in Art. 32 für j), die 
Seite g^^, für p^ die Seite g^, so ist das dortige (S 

1 1 1 



e = 



Ä, 











-P'i. -P'ia -P'.a 

Xjj Yy Xg Yg Xg Yg 






Nun ist nach Art. 26, 26) r/ir^ = X^Y^-^ also 



aber es ist 



r. = 



Ä,= 



also 



AZb. 

Ol 



\ 



B 


h, r> 


h 


B 


X, Y, ' 


U ~ X, Y, ' 


rs 


~ X.^.' 



Man erhält daher für die Punkte gigi,g2 93 etc. Gleichungen, 
welche aus den in f) aufgestellten dadurch hervorgehen, dass 
man die deutschen Buchstaben mit lateinischen vertauscht. 
Alles Uebrige bleibt- dem Bisherigen ganz analog, wenn man 
die gleiche Vertauschung auch im Folgenden durchführt. 
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Man gelangt so zu dem Schlüsse, dass, wenn sich die Yer- 
bindungsgeraden der Gegenecken in einem und demselben 
Punkte schneiden sollen, die Determinante 

-^21-^32 -^32-^23 -^23-^33 

sein muss. Entwickelt man dieselbe^ so erkennt man, dass 
sie mit der in 16) aufgestellten identisch ist. Da nun letzt- 
genannte Null sein muss, muss auch die Bedingung 2h) erfüllt 
sein, und die Verbindungsgeraden der Gegenecken des Sechs- 
ecks gehen mithin durch einen und denselben Punkt. 



Verbesserungen. 

Auf p. 21 in Zh) lies 2 Oi, Q^s a^i statt 2 Oi, a^a O31. 
Auf p. 208 ist überall 2) statt %' zu setzen. 
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